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1. Einleitung
1.1 Berechnungsverfahren in der Stabstatik

Ziel einer statischen Berechnung ist es, anhand eines statischen Modells den Spannungs- und Ver-
formungszustand eines Tragwerkes zu ermitteln, um so dessen Tragsicherheit und Gebrauchsfahig-
keit nachweisen zu kénnen.

Der Spannungs- und Verformungszustand muss sowohl die Gleichgewichts- als auch die Verfor-
mungsbedingungen erfiillen (Abb. 1.1). KraftgroRen wie Lasten, Auflagerkrafte und SchnittgréRen
miissen am Gesamtsystem und an jedem beliebig aus dem System herausgeschnittenen Teilsystem
im Gleichgewicht sein. WeggréBen wie Langenanderungen, Verdrehungen und Durchbiegungen
missen mit den Auflagerbedingungen und den geometrischen Bedingungen innerhalb des Systems
(z.B. kontinuierliche Biegelinie im biegesteifen Stab) vertraglich sein. Zudem sind Kraft- und Weggro-
Ren liber das Werkstoffgesetz miteinander gekoppelt. Es beschreibt den Zusammenhang zwischen
Spannungen und Dehnungen im Werkstoff. Viele Werkstoffe lassen sich mit baupraktisch ausrei-
chender Genauigkeit mit dem Hooke‘schen Gesetz beschreiben, das einen durchgangig linearen Zu-
sammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen vorgibt und den Rechenprozess erheblich ver-
einfacht.

Bekannte Verfahren zur Berechnung beliebiger (i.d.R. statisch unbestimmter) Systeme sind
o das KraftgroBenverfahren (KGV) und
e das WeggroRRenverfahren (WGV).

Sie unterscheiden sich im Grunde nur durch die Reihenfolge, mit der sie die oben genannten Bedin-
gungen erfillen. Die nachfolgende Tabelle stellt die wesentlichen Rechenschritte der beiden Verfah-
ren gegentber.

Tabelle 1.1: Gegeniiberstellung KGV / WGV

KraftgroBenverfahren WeggroRenverfahren
Das reale System ist: n-fach statisch unbestimmt m-fach kinematisch unbest.
Es wird ersetzt durch: ein statisch bestimmtes Haupt- das kinematisch bestimmte
system (von vielen moglichen) Hauptsystem (und nur das)
indem: n Bindungen geldst werden m zusétzliche Bindungen (Fesseln)

angebracht werden

Last- und Einheits- Gleichgewichtsbedingungen Verformungsbedingungen
Lésungsansdtze er-
fiillen unmittelbar:

Das Gleichungssystem Verformungsbedingungen Gleichgewichtsbedingungen
besteht aus:

Die Unbekannten sind: | KraftgroBen oder genauer die Fak- [ WeggroRen oder genauer die Fak-

toren x,der Einheitsspannungszu- toren y, der Einheitsverformungs-
stande zustande
Die Lésung ergibt sich Lastspannungszustand und n Ein- Lastverformungszustand und m
aus der Summe von: heitsspannungszustanden Einheitsverformungszustanden
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Kurz erwahnt sei eine weitere Grundmethode zur Stabwerksberechnung. Diese baut auf den Diffe-
rentialgleichungen des Balkens auf und wird als Ubertragungsmatrizenverfahren bezeichnet. Gleich-
gewichts- und Verformungsbedingungen werden in einem Rechengang gleichzeitig erfillt. Begrenzte

Anwendung findet das Verfahren nur noch bei linearen Tragsystemen mit klar definierbarem An-
fangs- und Endpunkt (z.B. Treppenwendel).
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Abb. 1.1: Gesuchter Spannungs- und Verformungszustand
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1.2 Ubersicht iiber das KraftgroRenverfahren

Beim KraftgroRenverfahren werden beim realen System so viele Bindungen geldst, bis das sogenann-
te statisch bestimmte Hauptsystem entsteht. Vorteilhaft ist, dass am Hauptsystem die Auflagerreak-
tionen und alle SchnittgroRen infolge der Lasten ohne Hinzunahme von Verformungsberechnungen
allein aus Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden kdnnen. Quasi als ,,Reparaturlasten” mus-
sen am Hauptsystem das Gleichgewicht erfiillende Einheitsspannungszustiande aufgebracht werden,
um die jeweilige Diskontinuitat (kinematische Unvertraglichkeit gegeniiber dem realen System) am
Ort der geldsten Bindung zu korrigieren. Formuliert man nun Verformungsbedingungen mit der For-
derung, dass in allen gelosten Bindungen die Diskontinuitdten zu Null werden, so entsteht ein Glei-
chungssystem. Dessen Losung flihrt auf eine Kombination von Gleichgewichtszustdanden, die auch
alle Verformungsbedingungen erfillt.

Das KraftgroRenverfahren besitzt eine gewisse didaktische Anschaulichkeit, hat sich aber als ein all-
gemeines Computerverfahren nicht durchsetzen kénnen. Der Grund liegt darin, dass die Ermittlung
der Gleichgewichtszustande aufwendig und kaum schematisierbar ist. Wegen der Wegnahme der
Bindungen erstrecken sich die Gleichgewichtszustdande beim statisch bestimmten Hauptsystem i.d.R.
Uber groRere Bereiche des Systems. Zudem sind sie abhangig von dem aus mehreren zulassigen Al-
ternativen zu wahlenden Hauptsystem.

1.3  Ubersicht liber das WeggréRenverfahren

Wenden wir uns nun dem WeggréRenverfahren zu. Hier wird aus dem realen System durch Hinzufi-
gen von zusatzlichen Bindungen (Fesseln) das sogenannte kinematisch bestimmte Hauptsystem
(Abb. 1.2) entwickelt. Da die zusatzlichen Bindungen benachbarte Stababschnitte voneinander ab-
schirmen, bleibt der Lastzustand nur auf die Stababschnitte beschrankt, die im realen System belas-
tet sind. Zusétzliche Bindungen werden an den Knotenpunkten angebracht und setzen die Knoten-
verformungen (Verdrehungen, Verschiebungen) zu Null. Knoten sind dort anzusetzen, wo die Stetig-
keit in Bezug auf Belastung, Stabrichtung, Querschnittssteifigkeit, Gelenkbedingungen und Auflager
gestort ist.
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Abb. 1.2: Ausgangssystem und kinematisches Hauptsystem (zundchst ohne u)
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Werden Lasten auf das kinematisch bestimmte Hauptsystem aufgebracht, so entsteht ein Lastver-
formungszustand (Abb. 1.3), der die Verformungsbedingungen zwar erfillt, aber an den Knoten in-
folge der zusatzlichen Fesseln das Gleichgewicht verletzt, d.h. die zusatzlichen Bindungen sind nicht
kraftefrei.
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Abb. 1.3 : Lastverformungszustand (LVZ)
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Abb. 1.4: Einheitsverformungszustand (EVZ; dargestellt nur fiir Wegfessel [1])
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Zur Korrektur wird an jedem Ort, der eine zuséatzliche Fessel aufweist, ein entsprechender Einheits-
verformungszustand aufgebracht (Abb. 1.4). Die zunachst zu Null gesetzten KnotenweggrofRen wer-
den dabei nacheinander je mit Eins vorgegeben. Die Biegelinien, die durch die erzwungenen Knoten-
verformungen entstehen, erfiillen samtliche Verformungsbedingungen. Die dabei entstehenden
SchnittgrofRen erfiillen das Gleichgewicht in den gefesselten Knoten nicht.

Formuliert man nun Gleichgewichtsbedingungen mit der Forderung, dass an allen gefesselten Knoten
die Summe aller Krafte und/oder Momente gleich Null ist, so entsteht ein Gleichungssystem mit line-
aren Bestimmungsgleichungen fir die Faktoren y, der Einheitsverformungszustande (k = 1 bis m mit
m = Anzahl der erforderlichen zusatzlichen Bindungen).

SV, =0: AV) *y + AV, *y, + AV *y, + AV, =0
SM,=0: AM; *y, + AM; *y, + AM; *y, + AM) =0
SM,=0: AM; *y, + AM; *y, + AM: *y, + AM; =0

Gl. (1.1)

Durch Superposition der y,-fachen Einheitsverformungszustdande mit dem Lastverformungszustand
entsteht ein endgliltiger Zustand, bei dem die zusétzlichen Bindungen kraftefrei werden. Folglich er-
fillt er neben den Verformungsbedingungen jetzt auch das Gleichgewicht in den zuvor gefesselten
Knotenpunkten.

M, = M +M; *y, + M’ *y, + M *y,
\/j = VJ.O+ VJ.1>l<y1-|-\/j2 * y2_|_\/j3 * Y, Gl. (1.2)

.0 1 2 3
W, = W, + W *y, + W]y, + W] *y,

m
0 k . .
in: = %k =
Allgemein: Zj Zj + E ZJ. Y, j = beliebiger Ort
k=1

anden
Knoten: W, =Y, 0, =Y, P;=Y;

Das WeggroRenverfahren besitzt im Hinblick auf die Programmierbarkeit und den Einsatz als compu-
terorientiertes numerisches Verfahren wesentliche Vorziige:

e Es gibt nur ein einziges kinematisch bestimmtes Hauptsystem. Die Last- und Einheitsverformungs-
zustande bleiben auf wenige Stababschnitte beschrankt.

e SchnittgréBen infolge Last und EinheitsweggréRen in den Knoten sind tabellarisch aufbereitet und
bei Vorgabe der Querschnittssteifigkeiten unmittelbar berechenbar.

¢ Die Gleichgewichtsbedingungen fir das Aufstellen des Gleichungssystems kdnnen aus einfachen
Additionen weniger Zahlen aufgestellt werden. Integrale wie beim KraftgroRenverfahren brau-
chen nicht berechnet werden.

e Erweitere Berechnungen hinsichtlich Theorie Il. Ordnung, Bettung, Temperaturbeanspruchungen,
elastische Lagerung etc. konnen mit wenig Aufwand in das Verfahren integriert werden.

¢ Nachlaufende Verformungsberechnungen wie beim KraftgréBenverfahren sind nicht erforderlich,
weil die maRgebenden Verformungen in den Knoten des Systems mit den Unbekannten y, der
Einheitsverformungszustdnde identisch sind.
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2. Das WeggroRenverfahren in Matrizendarstellung

2.1 Allgemeines

Im Hinblick auf den Einsatz von Computern sind die Berechnungsverfahren der Baustatik so aufzube-
reiten, dass der Berechnungsprozess in moglichst einfachen, einheitlichen und sich wiederholenden
Einzelschritten ablaufen kann. Mechanisch bedeutet dies, dass ein Tragwerk unabhangig von seiner
Struktur in gleichartige Elemente zerlegt wird, so dass fir jedes Einzelteil gleichartige Berechnungs-
abldaufe moglich sind. Lassen sich darliber hinaus die Einzelschritte durch Linearoperationen der Mat-
rizenrechnung darstellen, so gelangt man zu leistungsfahigen und fiir unterschiedlichste Tragwerke
nutzbaren Verfahren, die die Vorteile des Rechners konsequent ausnutzen.

Zur Weiterentwicklung zum computergerechten Matrizenverfahren eignet sich in besonderer Weise
das WeggroBenverfahren. Eine Struktureinteilung ist hier bereits vorhanden, weil durch das Setzen
von zusatzlichen Fesseln in den Knoten die Einzelstdbe voneinander abgeschirmt sind. Allerdings sind
die Einheitsverformungszustdande noch von der Gesamtstruktur anhangig, weil mit der Erfillung der
Verformungsbedingungen alle von der EinheitsweggroRe betroffenen Stabe (i.d.R. alle benachbarten
Stabe eines Knotens) beansprucht werden (vgl. Abb. 1.4). Das Verfahren ldsst sich computergeeignet
aufbereiten, wenn nun jeder Einzelstab vollig aus dem Gesamtsystem herausgel6st und als Grunde-
lement mit beidseitiger Einspannung betrachtet wird (Abb.2.1). Als Unbekannte werden nicht mehr
die KnotenweggréRen sondern zunichst die StabendweggroRen betrachtet (z.B. w,': Die hochgestell-
te Zahl zeigt auf den Stab, die tiefgestellte Zahl auf den angrenzenden Knoten).

o AN\ i
W11 W22 W33
Mw') 7]
o1 . 052 o
M(¢1") | analog analog
I
wo' Stab2 ws2 T stap3 e
N(w21)
L
T B} (P21 (P32 o
=

Abb. 2.1: Einheitsverformungszustéinde (dargestellt fiir herausgeldsten Stab |—| )
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Man erreicht damit, dass eine Einheitsweggrofe nur im jeweils betrachteten Stab SchnittgroRen er-
zeugt. Durch das Herauslosen der Stabe haben die Lagerungsbedingungen der Knoten keinen Einfluss
auf die ZustandsgroRen des Stabes. Anders als beim WeggroBenverfahren fir die Handrechnung
werden durch die vollstandige Trennung nun auch nicht mehr die Verformungsbedingungen von An-
fang an erfillt. Wir werden aber in Kiirze feststellen, dass die Verformungsbedingungen auf ganz ein-
fache Art bericksichtigt werden, indem beim Aufbau des Gleichungssystems die unbekannten Sta-
bendweggroRen mit den WeggroRen der angrenzenden Knoten verknlpft werden. Die Information,
welche Stdabe an welche Knoten anschlieBen, ist in der sogenannten Inzidenzmatrix (Zuordnungs-
matrix) enthalten:

Stab: Anfangsknoten Endknoten o
Zum Beispiel:
1 1 2
2 2 3 Wz:l =Wy = sz
3 3 4

Abb. 2.2: Inzidenzmatrix

In den nachfolgenden Kapiteln 2.2 bis 2.6 sollen die fiinf wesentlichen Schritte des WeggréRenver-
fahrens in der Matrizendarstellung aufgezeigt werden, womit bereits wichtige Grundlagen der Finite-
Element-Methode angesprochen werden. Die prinzipiellen Anséatze sind auf Flaichentragwerke und
dreidimensionale Probleme (ibertragbar.

2.2 Aufbau der Steifigkeitsmatrix des Einzelstabes (Schritt 1)

Wir betrachten zunachst einen aus dem Gesamtsystem herausgeldsten Einzelstab. Da es sich bei dem
Gesamtsystem um ein horizontal unverschiebliches System mit dehnstarren Staben handelt, kann
sich jedes Stabende in diesem System quer zur Stabachse verschieben und in der Bildebene verdre-
hen (Abb. 2.3).

mogliche StabendweggrofRen am Stab-
anfang (a) und am Stabende (e) eines hori-
zontal unverschieblichen Systems.

zugeordnete (korrespondierende) Schnitt-
gréRen am Stabanfang (a) und -ende (e).

L
+M, El ‘\ +Me Wichtig und ,,neu”: positive Vorzeichen
richten sich strikt nach den (lokalen) Koor-
j dinatenrichtungen des Stabes und weichen
damit von der allgemeinen Vorzeichenrege-
+V, +V, lung der Baustatik ab.

Abb. 2.3: Stabendverformungen und -schnittgréfSen
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Fiir den Einzelstab i konnen die WeggrdRRen und die korrespondierenden SchnittgrofRen am Staban-
fang (a) und am Stabende (e) in Vektoren zusammengefasst werden.

' N i
Wa
v,
i B (Pa
v = =9 e
v [ W
¢,

<

\

< .=

<

. €

Die StabendschnittgréRen des Einzelstabes s' konnen durch die WeggréRen der Stabenden v' und
durch die am kinematisch bestimmten Einzelstab ( |—|) ermittelten LastschnittgroRen s ausge-

drickt werden.

ln_

mit

<o\

Gl. (2.3)

Gl. (2.4)

Die Matrix K' ist die sogenannte Steifigkeitsmatrix des Stabes i. Die Matrixelemente ergeben sich aus
den StabendschnittgroRen, wenn jeweils ein Wert von v' gleich ,,1“ und alle anderen gleich ,,0“ ge-

setzt werden.

Va(wa=1)
Ma(wa=1)
Ve(wa=1)
Me(wa=1)

Einzeln betrachtet ergibt sich:

Stand: 01.07.2014

Va(ga=1)

Ma(ga=1)
Ve(ga=1)
Me(ga=1)

Va(we=1)
Ma(we=1)
Ve(we=1)
Me(we=1)

Va((pe=1)
Ma((pe=1)

Ve(q)e=1)

Me((pe=1)

Gl. (2.5)
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-m 12-El 12-El
K Va =+ Ve = -
7 K L®
El
6-El 6-El
-—— L Ma = - L2 Me = - L2
6-El 6-El
m T T
Z 4 .El 2-El
M, = + Me = + ——
L L
v 12E -, 12:E
a = - 3 e = 3
El L L
_ 6-El _ 6-El
-—— L‘T Ma - L2 Me =+ L2
6-El 6-El
T et
El
2-El 4.-El
Ma = + Me =+ —
L L
Setzt man diese StabendschnittgroRen infolge einer EinheitsgroRe ein, so erhalt man
12-El 6-El | 12-El  6-El
BENEET T
K | K 6-El +4-EI : +6-EI +2 El
—aa I —ae T2 ! 2
[ — S RS S S S S L _ Gl. (2.6)
i | i 12 -El 6-El | 12-El 6-El
Kea ! Kee - |
' N N & &
6-El 2-El | 6-El 4 -El
-— + Lt +
L L L L L

Die Steifigkeitsmatrix K ist symmetrisch zur Hauptdiagonalen. Als variable Parameter gehen in K
nur die Stablange L und die Querschnittssteifigkeit El ein. Mit den Untermatrizen Ka.', Kae Kea und
Kee' kénnen die StabendschnittgroRen eines Einzelstabes — geordnet nach den jeweiligen Stabenden

(a) und (e) — auch wie folgt angegeben werden:
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oKk v+ Kok v+ 890

—aa —a —ae —e —a

|
o

§i _ Ki N yi + Ki * \_/i 4 SiO Gl. (2.7)

e —ea —ee

2.3 Gleichungssystem der Gesamtstruktur (Schritt 2)

Betrachten wir den in seine Knoten und seine Grundelemente zerlegten Durchlauftrager in Abb. 2.1.
Die Verformungsbedingungen fordern, dass die Stabendverformungen v; aller im Knoten j liegenden
Stabenden mit den KnotenweggréRen v; Gibereinstimmen miissen; hier also:

Vi = yll z.B. fiir Knoten 1 (j=1) :

1 2 W W1

Voo = V2 = W 1 1 1
vi o= = Vi = 1 Gl. (2.8)

2 _ _ 3 (p 1 (P1
V3' = V3 = V3

3 Hinweis: Die hochgestellte Zahl zeigt auf den Stab, die tiefgestellte Zahl auf den
Voo = Vg angrenzenden Knoten. Die Information, welche Stdbe nun an welchen

Knoten anschlieRen, ist der Inzidenzmatrix (Abb. 2.2) zu entnehmen.

Betrachtet man z.B. das Auflager im Knoten (1), so ist natiirlich klar, dass w; = 0 und damit auch w," =
0 ist. Solche Randbedingungen (weitere sind in den Knoten (3) und (4) zu beachten) werden erst
nachtraglich eingearbeitet, um den schematischen Aufbau nicht zu storen.

Mit den obigen Gleichungen lassen sich die StabendweggroRen v,' = (wa, (pa)i und Ve = (We, (pe)i in
den Matrizengleichungen Gl. 2.7 durch die angrenzenden KnotenweggroBen v; ausdriicken; z.B. fur
Stab (2):

2 2 2
$° = K" towvo + Kzt ot v+ s
Gl. (2.9)

2 2 2
$3” = K" * vp + K33® * vz + S3

Als Unbekannte treten nun wieder die KnotenweggréBen in Erscheinung. Durch diesen Schritt wird
eine kontinuierliche Verformungsfigur des Gesamtsystems sichergestellt.

Kommen wir nun zum Gleichgewicht. An jedem Knoten des hier betrachteten Durchlauftragers mis-
sen folgende Gleichgewichtsbedingungen erfillt sein. Beispielsweise fiir den Knoten (2) lauten sie:
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‘.A
.N
15

Abb. 2.5 : Gleichgewicht am Knoten (hier: Knoten (2))

Fasst man V, und M, (hier: V, = P und M, = 0) zum Knotenlastvektor

v, \

i
p, = (allgemein: E,-O = ) Gl. (2.10)
M, M

j

zusammen, so lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen fiir den Knoten (2) wie folgt schreiben:

S +s°-p’ =0 Gl. (2.11)

Flir das gesamte System ergibt sich also folgender Satz von Gleichgewichtsbedingungen:

Gleichgew. Stabendschnitt- | Stabendschnitt- Stabendschnitt- Stabendschnitt- Summe ist
am Knoten | groBenam Stab 1 |groBenam Stab2 | groBen am Stab3 | groRen infolge Last | gleich Null

0
(1) s 0 0 P,
1 2 0
s 0

® P SRR 1 SRS et SRR o f S S
(3) 0 S3 S3 P,
3 0
(4) 0 0 Sy P,

Abb. 2.6: Satz von Gleichgewichtsbedingungen

Bei vier Knoten erhalt man in diesem Fall 2 * 4 = 8 Gleichgewichtsbedingungen. Diese kann man zu
einem Gleichungssystem zusammenfiigen, wenn man die SchnittgréfRen §J-i (= Stabendschnittgrofe
des Stabes i am Knoten j) durch die rechten Seiten der Matrizengleichungen — wie in GI. 2.9 fiir den
Stab (2) gezeigt — ersetzt.
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Mit Gl. (2.12)

1 1 10 0
Ki* vy + Ko v, 0 0 S, - P,
Kloxv, + K * K2 xv, +Ko*v 0 10, g% 0
Ro* Vi +R»p*V, R2p™ Vo TR3* Vs v S, +8, - P,

+ + + -0
2 2 3 3 20 30 .0
0 Ka*V, +K3* vy Kas* Vs +Kau* v, S; +S; —P,
3 3 30 .0
0 0 Kias* Vs +Kyy* v, s, —P,

und durch Zusammenfassen der unbekannten Knotenweggréf3en v; zu einem Vektor v sowie aller
LastkraftgréRen, die von angrenzenden Staben her oder direkt auf die Knoten wirken, zu p;, erhalt
man schlieBlich:

= . - S
| Steifigkeitsmatrix K° | | Vektor der unbek. Kn.-weggr. v |

K K 0 AN

l$121 lS122 + ng Kgs 0 Vo p,
* + =0 Gl. (2.13)

0 ng Kga + K§3 Kg4 V3 P,

| 0 0 Kis K | W) |

| Steifigkeitsmatrix K* des Stabes 3 | Lastvektor p

Die unteren Indizes stellen nicht nur einen Bezug zu den Stabenden her, sondern geben auch die Stel-
lung in der Gesamtmatrix an (1. Index =Zeile; 2. Index =$palte). Mechanisch bedeutet beispielsweise
das Matrixelement Kijk, dass EinheitsweggrofRen am Knotens (j), d.h. also die Verschiebung und die
Verdrehung zusammengefasst im Teilvektor v; wegen der Dehn- und Biegesteifigkeit des Stabes k das
Gleichgewicht am Knoten (i) beeinflussen.

Die Indizes spiegeln auch die Bildungsstruktur des Durchlauftragers wider. Durch fortlaufende Num-
merierung der Knoten und Einzelstabe von links nach rechts entsteht eine Gesamtmatrix mit einer
Bandstruktur. Abb. 2.7 zeigt, dass die Steifigkeitsmatrizen K der Einzelstdbe noch in vollen Blécken
erscheinen. Da diese selbst symmetrisch zu ihrer Hauptdiagonalen sind, ist auch die Gesamtmatrix
symmetrisch aufgebaut. Eine derartige Bandstruktur ldsst sich bei komplizierteren Stabtragwerken
nicht mehr herstellen, weil eine durchgehende Nummerierung nicht moglich ist; z.B. dann, wenn
mehr als zwei Stdbe in einem Knoten zusammengeschlossen sind. Man kann aber zeigen, dass eine
Gesamtmatrix trotz fehlender Bandstruktur symmetrisch bleibt.
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Bandstruktur

Abb. 2.7: Bandstruktur eines Durchlauftrégers

Ganz allgemein lassen sich die obigen Gleichungen in Matrizenschreibweise wie folgt angeben:

K¢+«v+p® =0 Gl. (2.14)

Der Aufbau des Gleichungssystems ist von der Art des Stabtragwerkes unabhangig. Er lasst sich for-
mal jedoch einfach durchfiihren, da durch die Vorgaben in der Inzidenzmatrix (vgl. Abb. 2.2) die Sta-
benden den angrenzenden Knoten zugeordnet werden und somit der Aufbau des Gleichungssystems
gesteuert wird.

2.4 Einbau der Rand- und Zwischenbedingungen (Schritt 3)

2.4.1 Elastische Auflager (Federn)

Elastische Auflager werden durch Federn dargestellt, die im Gegensatz zu starren Auflagern Verfor-
mungen im Auflagerknoten zulassen, diese aber aufgrund ihrer Federsteifigkeit einschranken. Die
Auflagerreaktionen (= Federkréafte) sind abhangig von den Verformungen des Auflagerknotens und
missen natdrlich in die Gleichgewichtsbetrachtungen mit einbezogen werden. ———

(2)

Dehnfeder mit Feder-
steifigkeit Cy [kN/m] Fuj =-Cuw ™ Aw; Federkrafte wirken der Verformung entgegen
und beeinflussen das Gleichgewicht im Knoten

Mz
()G (2) 2
—=— —) ( =2
LM,

Drehfeder mit Feder- Fw2

steifigkeit Co [kNm] Fo,=-C, * Ag, S

Abb. 2.8 : Federkrdfte infolge Knotenverformungen (hier fiir Knoten (2) dargestelit)
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In Matrizenform lasst sich der Zusammenhang zwischen Knotenverformung und Federkraft gemaR
Gl. 2.15 darstellen. Die Steifigkeitsmatrix C ist nur auf den Hauptdiagonalelementen belegt. Die
Hauptdiagonalelemente sind nur dort ungleich Null, wo Dehn- bzw. Drehfedern das Tragsystem stiit-
zen.

C

For i 0 0 W,
For 0 Co1 0 0,
= 0 fxq: Gl. (2.15)
0
Fol |0 0 0 0  Cul los
oder allgemeiner: f= C*v Gl. (2.16)

Da die Knotenverformungen - im Vektor v zusammengefasst - zundchst noch unbekannt sind, muss
das Gleichungssystem vorab so konditioniert werden, dass der Einfluss der Federn berlcksichtigt
wird. Dazu wird beim Aufstellen der Gleichgewichtsbedingungen die linke Seite der Gl. 2.11 um den
Federkraftvektor f erganzt. Gleiches geschieht mit dem Term C * v in die GI. 2.12. Fasst man nun alle
Terme mit v zusammen, so entsteht:

(KC+C)*v+p® =0 Gl. (2.17)

Im Vergleich zur Matrix K® entsteht durch Addition der Matrizen nun K% mit erhohten Steifigkeits-
werten auf den Hauptdiagonalelementen. Mechanisch ist diese Erhohung leicht zu verstehen, ma-
chen Federn doch ein Tragsystem steifer.

K v +EG =0 Gl. (2.18)

2.4.2 Starre Auflager

Im Gleichungssystem (Gl. 2.14 bzw. Gl. 2.18) werden noch samtliche KnotenweggréRen als Unbe-
kannte betrachtet. Wollte man jetzt versuchen, dieses Gleichungssystem zu l6sen (hier also: 8 Glei-
chungen mit 8 Unbekannten), so wird man feststellen missen, dass es singulér ist; d.h. es existieren
linear voneinander abhangige Gleichungen innerhalb des Gleichungssystems. Es ist auch verstand-
lich: Denn wie sollen bei einem Tragwerk Verformungen und SchnittgroRen errechnet werden, wenn
es ,in der Luft hangt“?

? ?

>V =0 oder >M=0

q .
, Ul

Abb. 2.9: Gleichgewicht ohne Randbedingungen?

Stand: 01.07.2014



hochschule 21 Einfihrung in das WeggroRRenverfahren (Baustatik 3)
Prof. Dr.-Ing. J. Gottsche Seite 16

Bei einem Tragwerk sind i.d.R. immer mehrere Knotenweggrofien bekannt. Bei dem hier betrachte-
ten Durchlauftrager (vgl. Abb. 2.1) sind es:

w1 =0; w3 =0; wy=0; ¢s=0.

Die Platze, an der die bekannten und damit vorgebbaren KnotenweggrofRen in dem Lésungsvektor v
stehen, sind die 1., 5., 7. und 8. Zeile:

W, 0
Q4 Q4
Vi W, W,
v= 2 = Pz = P2 Gl. (2.19)
Vs W3 0
v, ?s ?3
W,
Py

Wenn somit nur noch 8 - 4 = 4 unbekannte KnotenweggrofRen verbleiben, kdnnten die betreffenden
Zeilen und Spalten im Gleichungssystem ersatzlos gestrichen werden. Es verbleibt ein Gleichungssys-
tem mit 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte (Abb. 2.10).

Kraay ¥V, +p, = 0 Gl. (2.20)
5. 7. 8. Spalte streichen
(] Bl [EE s
= | = === | === |° =
— || k k k|| =|l k| =|= Wy o]
— || k k kflff**ﬁr*-*ip»:g
—|lk k k|= E — | = E
= | =|=|=|3|=|3|F LB =
B === =] L)
fﬁi?chen :__I_(__'”__B_j = Rest von KGC bzw. QG Losung fur @1 ,Wz2, @2, @3

Abb. 2.10: Reduziertes Gleichungssystem
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Bei entsprechender Vorgabe der Randbedingungen (d.h. keine kinematische Kette aufgrund fehlen-
der oder ,unwirksamer” Auflager) entsteht ein (nicht-singulares) Gleichungssystem mit linear unab-
hangigen Gleichungen. Die Losung bestimmt die verbleibenden, nicht durch Randbedingungen tan-
gierten KnotenweggrofRen; hier also @1, Wy, @2 und @,.

Die hier beschriebene Vorgehensweise des Streichens von Zeilen und Spalten ist flir die computerge-
rechte Umsetzung des WeggroRRenverfahrens nicht geeignet. Sinnvoller ist es, die GroRe des voll-
standigen Gleichungssystems beizubehalten und die Randbedingungen durch veranderte Steifig-
keitswerte in der K®-Matrix zu erfassen. Die Zahl der Unbekannten ist damit scheinbar gréRer, der
Rechenprozess jedoch einfacher.

Eine starre Auflagerbedingung (z.B.: wz = 0) kann sehr einfach durch das Einsetzen der Zahl ,,1“ in das
zugehorige Hauptdiagonalelement und das Nullsetzen der restlichen Matrixelemente in der betref-
fenden Zeile und Spalte erreicht werden. Damit der Gleichungsloser die bekannte KnotenweggréRe
auch zu Null ,,errechnen” kann, muss erganzend die entsprechende Zeile des Lastvektors QG mit Null
gefillt werden. Beim Durchlauftrager nach Abb. 2.1 fiihren diese Schritte zu folgendem gemaR Abb.
2.11:

Spalte zu Null setzen
1] 5] P
] — N — =~

E E o|o|o0o| 0|0 0|0 " 0
ok k k| ollk| ol o 01 p
o|lk k k| of k|l o] o W, p
o[k k k| ofkllo]o 1231 g .3 0
E 0o/o|0|o0 E 0| 0| o ws 0
0 k k k 0 E 0 0 ?3 Y
0o/ o/ 0| 0| 0|0 E 0 W, 0
ol o/ ool o] ofo0]|1 | os 0
Zeilen zu - -

_j = Rest von KGC bzw. QG Losung fur alle w; und g;

Tk il 1
Null setzen L

Abb. 2.11: Modifiziertes Gleichungssystem

2.4.3 Auflagerverformungen

Auf ebenso einfache Art und Weise kénnen KnotenweggrofRen in Auflagerpunkten berticksichtigt
werden, die mit einem Wert ungleich Null vorgegeben werden missen; so bei Auflagersenkung bzw.
-verdrehung. Die erforderlichen Rechenvorgénge sollen am Beispiel wz =+ 0,02 m durch folgendes
Schema verdeutlicht werden (vgl. Abb. 2.12 bis 2.14).
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Ausgangssituation : EI W3 = 0,02 (wirkt auf 5. Spalte ein)
_ ___'1___ — - =~ - =~
k k k k k k k k W1 p
k k k k k k k k o p
k k k k k k k k w2 p
Abb. 2.12:
k k k k k k k k 02 p
E k k k k 'ki k k k| Lloo02 p
k k k k k k k k 03 p
k k k k k k k k Wy p
k k k k k k k k 01 p

Tk kl k k! k! k! k| fw: = [ p\

—— (m ______ " R p _____

S 0 A e s s wz C p _____

Abb. 2.13: k k k k k k k k 02 > p
* < | g A e > = g

B« x x x wow x k) o) e e

k k k k k k k k . ' p

k k k k k k k k Wa ° p

k k k k k k k k s p

-~ C

mit p zu ,neuer Last-
spalte zusammenfassen

Gleichungssystem modifizieren :

ST T TR T B
Abb. 2.14: K K K « o . ) ) (p1 ____________ p AAAAA

k k k k [0 k k Kk w, ;

k k k k 0 k k k o .

' L Q

EI 0o 0 0 0 1 0o 0 o

k k k k [0 k k k o ;

k k k k 0 k k Kk e ;

k k k k [0 k k K o ;
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2.5 Losen des Gleichungssystems (Schritt 4)

Das mit den zusatzlichen Bedingungen modifizierte Gleichungssystem schreibt man allgemein:

K*xv + p=0 Gl. (2.21)

K ist die symmetrische Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems. v ist der Lésungsvektor, der die unbe-
kannten wie auch vorgebbaren KnotenweggrofRen enthilt. p ist der Lastvektor, der die Knotenlast-
groRen pl aus direkter Knotenbelastung, die StabendschnittgroBen s, infolge der Belastung auf be-
nachbarte Stabe und ggf. die Steifigkeitswerte multipliziert mit dem vorgegebenen Verformungswert
eines Auflagers enthilt.

Sind unterschiedliche Lastfalle zu berechnen, so weist p eine entsprechende Anzahl von Spalten auf.
Folglich gibt es auch je Lastfall einen zugehorigen Losungsvektor. Setzt man p auf die rechte Seite, so
entsteht Gl. 2.22. Dabei wird -p salopp als ,,Rechte Seite” des Gleichungssystems bezeichnet.

K*v = -p Gl. (2.22)

Das Losen des Gleichungssystems erfolgt programmgesteuert mit Hilfe eines leistungsfahigen Algo-
rithmus, der die Symmetrie und die Bandbreite der K-Matrix beriicksichtigt. Gleichungssysteme mit
Tausenden von Unbekannten stellen heute kein Problem mehr dar.

2.6 Nachlaufrechnung (Schritt 5)

Sind alle KnotenweggrofRen in v durch Losen des Gleichungssystems (Gl. 2.22) bekannt sind, missen
im letzten Schritt die StabendschnittgréBen durch eine sogenannte Nachlaufrechnung ermittelt wer-
den. Mit Hilfe der Inzidenzmatrix kénnen die Stabendverformungen v;' des Stabes i unmittelbar aus
den Knotenverformungen v; abgeleitet werden (vgl. Gl. 2.8). Beispielsweise ergibt sich fir den Stab
(2) am Stabanfang v,°= (w,, (pz)2 aus v, = (wy, @,), am Stabende vii= (ws, (|>3,)2 aus vz = (ws, @3).
Mit bekannten Stabendverformungen kdnnen die bereits in Schritt 1 aufgestellten Steifigkeitsglei-
chungen fir jeden Stab ausgewertet werden.

bei mehreren Lastfallen entsprechende v' und s® einsetzen

£ £ £
N — -] N N
| | I [0]
< 8 = K * = v + < S |
- | — N - 2
\ aus bekannten Knotenverformungen —/
Matrizenoperation ergibt ge- aus Lastspannungszustand
suchte StabendschnittgréRen infolge Lasten auf Stab

Abb. 2.15: Nachlaufrechnung bei mehreren Lastfdllen
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2.7 Erweiterung auf dehnsteifen Stab

In den vorausgegangenen Kapiteln wurde eine Normalkraftbeanspruchung und folglich die Stablan-
genanderung durch Langskrafte konsequent ignoriert. Diese Einschrankung soll nachfolgend aufge-
geben werden. Je Knoten und damit je Stabende sollen jetzt drei VerformungsgréRen zugelassen
werden (= 3 Freiheitsgrade je Knoten).

Betrachtet man zunachst wieder den Einzelstab, dann missen die VerformungsgrofRen u, und u, ein-
gefiihrt werden, um damit die Stablangenanderung AL = u. - u, und schlieRlich auch die Verformun-
gen des gesamten Systems unter Berlicksichtigung der Normalkraftbeanspruchung genauer berech-
nen zu kénnen. Die diesen WeggréRen zugeordneten KraftgroRen sind N, und N, (Abb. 2.16).

mogliche StabendweggrofRen am Stab-
anfang (a) und am Stabende (e) eines dehn-
und biegesteifen Einzelstabes.

zugeordnete (korrespondierende) Schnitt-
gréRen am Stabanfang (a) und -ende (e).

Wichtig und ,,anders”: positive Vorzeichen
richten sich strikt nach den (lokalen) Koor-
dinatenrichtungen des Stabes und weichen
damit von der allgemeinen Vorzeichenrege-
lung der Baustatik ab.

+N, +Ne

+V, +Ve

Abb. 2.16: Stabendverformungen und -schnittgréf8en am dehnsteifen Balken

Fiir den biege- und dehnsteifen werden nunmehr se_chs We_ggrbBen und die korrespondierenden
SchnittgréRen an den Stabenden in den Vektoren v' und s' aufgenommen (vgl. Gl. (2.1) und (2.2)).

r N i _ .
u, N,
(i) Wa (i) Va
v S
~2a 24 M
M|:<, [ ) ?, [ Gl. (2.23) §I:<.”>:< Na [ Gl. (2.24)
i ue i e
\—€ J We \—€ J Ve
\(Pe \Me,

Die StabendschnittgréRen des Einzelstabes s' werden durch die WeggréRen der Stabenden v' und
durch die am kinematisch bestimmten Einzelstab ermittelten LastschnittgroRen s nach Gl. (2.3) be-
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stimmt. Der Lastvektor s° wird anlog zu Gl. (2.23) bzw. (2.24) erweitert:

S}
< Z
S oo

Q

IS}
|
o
<
o

Q

S =9 T 0 Gl. (2.25)

=2
(=}

S
o

|
<
o

(M|

Die Matrix K' ist die auf 6 Zeilen und Spalten erweiterte Steifigkeitsmatrix des Stabes i. Die Elemente
dieser Matrix geben an, wie groB die einzelnen StabendschnittgroRen sind, wenn jeweils ein Wert
von V' gleich ,1“ und alle anderen gleich ,,0“ gesetzt werden. Fiir die neu hinzugekommenen Weg-

groflen u, und u, ergibt sich folgende Betrachtung:

4 4 EA A
% i R
1% AL = U, - Uy
F; L‘%
fiiru,=1: =0-1=-10
LTI N =EA/L-(-1)
N, =+E-A/L Ne =-E-A/L
% |
4 AL = u.-u
L 14" e a
fiir ue = 1: =1-0=4+10
RRRRRRRRRRRICOIRRRNRNNNEN) N = E-A/ L« (+1)

Na =-EA/L Ne =+ E-A/L

Abb. 2.17: Stabendschnittgréfien infolge Stabldngendnderung

Setzt man die StabendschnittgroRen infolge der jeweiligen EinheitsweggroRe in K' zusammen, so
entsteht:
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EA EA ]
+— 0 0 0 0
L L
12-El 6-El 12-El 6-El
0 c | % T T
i | i 6-El 4 -El 6-El 2-El
Kaa | Ko O ¢ ] ° c 0
K =|-——- b = A A Gl. (2.26)
lSlea : lSlee _T 0 0 T 0 0
12-El 6-El 12-El 6-El
T3 T 0 T3 T
L L L L
6-El 2-El 6-El 4 -El
0 —/— +—| 0 +—5— +—
L L L L L |

Eine Verknipfung zwischen der Langskraft und der Biegung besteht nicht (entspr. Matrixelemente =
0); d.h. durch u, und u, entstehen keine Momente und Querkréfte bzw. durch w,, ¢@,, w. und @, ent-
stehen keine Normalkrafte. Als variablen Parameter enthlt K' neben L und E/ den weiteren Stab-
kennwert EA (Dehnsteifigkeit des Stabquerschnittes). Die Symmetrie von K' bleibt nach wie vor ge-
wahrt.

Die StabendschnittgroRen sind gemaR Gl. (2.3) nicht nur abh&ngig von den StabendweggrofRRen, son-
dern auch von der Belastung im Bereich des betrachteten Stabes. Fir eine linear verteilte Belastung
in Stablangsrichtung entstehen folgende GroRen in s° einzusetzen (Abb. 2.18).

N.° = - (7na+3ne)-L /20 A
| \

Ne® = - (3na+7ne)-L /20

Abb. 2.18: Stabendschnittgréfien infolge Last in Stablédngsrichtung

Das Gleichungssystem fiir die Gesamtstruktur wird nach dem in Kap. 2.3 bis 2.5 beschriebenen
Schema aufgebaut. Die Anderungen bei der Berechnung gegeniiber dehnstarren Stiben sind nach-
folgend stichpunktartig aufgefihrt.
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e die Anzahl der Unbekannten je Knoten erhoht sich von 2 auf 3:

j = Knotennummer

e das Gesamtgleichungssystem enthalt je Knoten nun insgesamt 3 Gleichgewichtsbedingungen (vgl.

Abb. 2.5). Ergdnzt werden muss beispielsweise fiir den Knoten (2):

-
N

oE— —>

2
+N,

Abb. 2.19: Gleichgewicht am Knoten (hier: Knoten (2))

>H=0:

N21+N22'N2=0

e beim Einbau von Auflagerbedingungen (Kap. 2.4) miissen auch die Bindungen in Stablangsrich-

tung berlicksichtigt werden.

=~ u=0; w=0; ¢#0
% uy=0 w=0 ¢j=0
%D ui=0, wj=0, @0
% uy=0 w=0;, ¢;=0
3. Beispiel: Durchlauftrager
3.1 System
il P2Um ]
; 1 2 ‘ 3
AW W/ @ @//// @ @
L
4,0 L 4,0 L 3,0

’ ’
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LF2: Aw; = 0,02 m
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Stab | Anfangsknoten Endknoten Xq Xe L=x,-X, El [kKNm?]
1 1 2 0 4 4,0 16000
2 2 3 4 8 4,0 24000
3 3 4 8 11 3,0 24000

3.2 ZustandsgroBRen und Steifigkeitsmatrix des Einzelstabes (Schritt 1)

Die StabendschnittgréRen des Einzelstabes s' werden durch die WeggréRen der Stabenden v' und
durch die am kinematisch bestimmten Einzelstab ( |—|) ermittelten LastschnittgroRen s bestimmt

(vgl. GIn. (2.3) bis (2.7)).

s = K=«Vv + 5

Sind mehrere Lastfille zu berechnen, so sind s', v' und s* mehrspaltig.

STAB 1: LF 1 iLFZ

v [3000 -6000|-3000 -60007] [w!] [07]![0]

M; |_ |-6000 16000 | 6000 8000 | | ¢} | |0 i 0

v ~3000 6000 | 3000 6000 | |wl| |0l 0O

|M:| |-6000 8000 | 6000 16000 | | ¢} | _o_i 0]
STABZ: LF1 ILF2

v2] [ 4500 -9000 |-4500 90007 [w?| [-971 [0]

M;|_ |-9000 24000 | 9000 12000 | | g7 | | 8 i 0

V2 ~4500 9000 | 4500 9000 | |w?| |-21|!]|0

[M; ] [-9000 12000 | 9000 24000] | gf | [-12]i [O]
IAB3: LF 1
V2] [ 10666,7 -16000 |-10666,7 —16000 | [w?]| [-22,50]
M |_ | -16000 32000 | 16000 16000 | |7 | | 11,25
v; ~10666,7 16000 | 10666,7 16000 | |w?| |-22,50
M| | -16000 16000 | 16000 32000 | | g} | |[-11,25

3.3 Aufbau des Gleichungssystems (Schritt 2)

-
M
N

o Ol o o

Durch das Gleichsetzen der Stabendverformungen mit den jeweils angrenzenden Knotenverformun-
gen wird die Kontinuitat hergestellt. Es verbleiben nur noch 2 * 4 = 8 unbekannte Knotenverformun-
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gen. Fir das Gleichungssystem werden 8 Gleichungen aufgestellt, die die Gleichgewichtsbedingun-
gen beinhalten.

Knoten Kontinuitatsbedingungen Gleichgewichtbedingungen
1 W1=W11; (l)1=(Pll V11'0=0,' |V|11- |V|10=0
2 Wz1 =W, = sz ’ (le =@2= (Pz2 V21+ V22- on =0; M21+ |V|22- 0=0
3 Wil=W3=Ws>; @3°=Q3= Q3 Vi +V3*-0=0; M3+ M3>-0=0
4 W4’ = Wy, P4 = P4 V.2-0=0;M>-0=0

Es entsteht die GI. (2.14):
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[sz'T1-]
St
L0~
S'er—
0'8
06—
00T

STTI-
STt
STTT+0TT-
S'Tt-0Tt—
0'8+0
0°'0r—06—0
0°0T-0
0

| o00ze  0009T | 0009T 0009T—- | © 0 0 0 | (0]
0009T  £‘9990T | 0009T £‘9990T—| 0 0 0 0 0
0009T  0009T | 0009S  000/— | 000ZT 0006—| O 0 0
0009T— £‘9990T— | 000/— £‘99TST | 0006 00Sv—| O 0 0

0 0 000ZT 0006 | 000OF 000E—| 0008 0009— 0
0 0 0006— 00Sb— | 000E— 00SZ | 0009 000E— 0
0 0 0 0 0008 0009 | 0009T 0009— 0
0 0 0 0 0009— 000€— | 0009— 000€ 0.

[ 000z€  0009T | 0009T  0009T— 0 0 0 0 0- W
0009T  £‘9990T | 0009T £‘9990T—| O 0 0 0 0- A
0009T  0009T | 0009S  000/— | 000ZT 0006— | O 0 0- W+ iw

0009T— £‘9990T— | 000/— £‘99TST | 0006 00St—| O 0 0—- A+ A
0 0 000ZT 0006 | 0000F 000E— | 0008 0009—| |0— AN+ (W
0 0 0006— 00SP— | 000E— 00SZ | 0009 000€—| | sd— A+ A
0 0 0 0 0008 0009 | 0009T 0009- -
0 0 0 0 0009— 000€— | 0009— 000€ | 0- A

Einbau der Rand- und Zwischenbedingungen (Schritt 3)
Zunéachst muss die Dehnfeder in Knoten (2) im Gleichungssystem berlicksichtigt werden (vgl. Glei-

chungen (2.15) bis (2.18)). Das Hauptdiagonalelement der Federmatrix C ist nur in der dritten Zeile
ungleich Null (C,, = 8000 kN/m). GemaR Gl. (2.17) wird dieser Wert additiv zu Steifigkeitsmatrix K®

hinzugefiigt. Es entsteht K¢ (vgl. gestrichelte Umrahmung).
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[ 3000 —6000 | —3000 -6000 0 0 0 0 |
—6000 16000 | 6000 8000 0 0 0 0
—3000 6000 |i{15500; —3000 | —4500 —9000 0 0

« | —6000 8000 | —3000 40000 | 9000 12000 0 0
K= 0 0 —4500 9000 | 15166,7 —7000 | —10666,7 —16000
0 0 —9000 12000 | —7000 56000 | 16000 16000

0 0 0 0 |-10666,7 16000 | 10666,7 16000
.0 0 0 0 —16000 16000 | 16000 32000 |

Eine starre Auflagerbedingung (z.B.: w4 = 0) kann sehr einfach durch das Einsetzen der Zahl ,,1“ in das
zugehorige Hauptdiagonalelement und das Nullsetzen der restlichen Matrixelemente in der betref-

fenden Zeile und Spalte erreicht werden (vgl. Abb. 2.11). Die Abbildungen (2.12) bis (2.14) zeigen den
Einbau einer Auflagerbedingung ungleich Null. Es entsteht schliefllich das modifizierte Gleichungssys-

tem

0=K#*v + p ;
ausgeschrieben:
LF1 |LF2
10 0 0 0 0 |0 o]fw,|[ O ‘i”—o,oz‘
0 16000 | 6000 8000 0 0 |0 Of|g,||-10,0| 120
0 6000 | 15500 -3000| —4500 -9000|0 O w_2 49,0 i 60
0 0 8000 | —3000 40000 | 9000 12000 (0 O . P N -8,0 : 120
- 10 0 —4500 9000 |15166,7 —7000 |0 Of|w, —43,5} 0
0 0 —-9000 12000 | —7000 56000 |0 O P —0,75i 0
0 0 0 0 0 0 1 0f|w, 0 : 0
0o 0 0 0 0 0 [0 1f[e, || O || O |
3.5 Losen des Gleichungssystems (Schritt 4)

Das modifizierte Gleichungssystem ist bei korrekter Erfassung der Randbedingungen nicht-singular
und kann nun gelost werden:

K*v + p=0

bzw.

K*yv

-P

K ist die symmetrische Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems, v der Losungsvektor und p der Lastvek-
tor mit einer Spalte je Lastfall.

Stand: 01.07.2014



hochschule 21

Prof. Dr.-Ing. J. Gottsche

Einfihrung in das WeggroRRenverfahren (Baustatik 3)

Seite 28

3.6

LF 1:

<

[ 0,000E+0]

—9,380E —4
6,532E —3

~1,773E-3
6,924F -3
2,309E -3
0,000F +0

0,000 +0 |

Nachlaufrechnung (Schritt 5)

LF 2:

<

2,000E -2 ]
5,754F —3
1,549F -3
2,330E -3
1,102E -3
3,879E -4
0,000E +0
| 0,000£+0 |

Aufgrund der Kontinuitdtsbedingungen kénnen die nun bekannten Knotenweggrofen den angren-

zenden Stabendverformungen gleichgesetzt werden. Die StabendschnittgroRen kénnen gemal Gl.

(2.3) berechnet werden.

Stab 1: (Lastfall 1)

v | [ 3000 -6000|-3000 —-6000| [ 0,000E+0| [0] [-3,330]
M; —6000 16000 | 6000 8000 | |-9,380£—-4| |0| | 10,000
—_ | = + — | =
V! —3000 6000 | 3000 6000 6,532E-3| |0 3,330
M, | [-6000 8000 | 6000 16000 | |-1,773E-3| |0 | 3,320
Stab 1: (Lastfall 2)
vi| [ 3000 -6000|-3000 -6000] [2,000E-2] [0] 6,849 |
M; |_ |-6000 16000 | 6000 8000 | |5,754F -3 L|9|_| 0,000
v} | |-3000 6000 | 3000 6000 | |1,549E-3| 0| | —6,849
'M; | | -6000 8000 | 6000 16000 | |2,330E-3] |0 |-27,396
Stab 2: (Lastfall 1)
v?] [ 4500 -9000 | -4500 -9000] [ 6,5326-3] [ -9 [-15,584]
M, |_ |-9000 24000 | 9000 12000 | |-1,773E-3| | 8 | | 3,320
VZ| | -4500 9000 | 4500 9000 6,924E-3| |-21| |-14,416
M2 [-9000 12000 | 9000 24000 | | 2,309E-3| |-12| | 25,656 |
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Stab 2: (Lastfall 2)

'@?| [ 4500 -9000|-4500 -9000| [ 1,549£-37 [0] [-5,545]
M; |_ | -9000 24000 | 9000 12000 | | 2,330 -3 L|0]_|27.39%
Q —4500 9000 | 4500 9000 | |-1,102E-3| |0 5,545
M?] [-9000 12000 | 9000 24000 | |-3,879E-4| |0| |-5215

Stab 3: (Lastfall 1)

i A ] 10666,7 —-16000 |-10666,7 —16000 6,924E -3 -22,50 14,416
ﬂ: _ -16000 32000 16000 16000 . 2,309E -3 N 11,25 _ —-25,656
Vv, —-10666,7 16000 10666,7 16000 0,000E +0 -22,50 —59,416

_Mz_ —-16000 16000 16000 32000 0,000E +0 -11,25 —85,092

Stab 3: (Lastfall 2)

v2] [ 10666,7 16000 |-10666,7 —16000 | [-1,102E-37 [0] [-5,545]
M;|_| ~16000 32000 | 16000 16000 | |-3,879E-4| |0| | 5215
v} | |-10666,7 16000 | 10666,7 16000 0,000£+0| [0| | 5,545
'M; | | -16000 16000 | 16000 32000 | | 0,000E+0| |0 |11,423]

Die Darstellung der Schnittgréen wird nachfolgend fir LF 2 dargestellt. Es wird die Vorzei-
chenregelung der Baustatik gewahlt. Die Vorzeichen des WeggrolRenverfahrens sind der Abb.
2.3 zu entnehmen.

-6,849
+
5,545

11,422

Die Federkraft errechnet sich aus dem Federweg (hier w, = 1,549-10> m) multipliziert mit der
Federsteifigkeit. Die Federkraft wirkt der Verschiebung entgegen.

F.,=8000,0 - 1,549-107 = 12,394 kN (nach ,,oben“ gerichtet)
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