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1. Stabilitatsprobleme

1.1 Aligemeine Betrachtungen

Bei allen bisherigen Betrachtungen der vorausgegangenen Kapitel besteht ein eindeutiger Zusammen-
hang zwischen den dulReren Einwirkungen und den Verformungen des Tragwerks. Da die Verformungen
gegeniber den Bauteil- und Tragwerksabmessungen klein sind, ist ein Verformungseinfluss auf die
SchnittgroRen nicht oder nur in einem zu vernachlassigenden MaRe vorhanden (Bild 1.1). Im Zuge der
statischen Berechnung ist es daher vollig ausreichend, die SchnittgréfRen am unverformten System, also
nach Theorie I. Ordnung zu ermitteln.

Zwischen den duBeren Einwirkungen einerseits und den SchnittgréfSen, den Spannungen und — sofern
ein linear-elastisches Werkstoffverhalten vorliegt — den Verzerrungen sowie Verformungen andererseits
besteht in diesem Fall noch ein proportionaler Zusammenhang. Wenn die Tragwerksantwort proportio-
nal zur Belastung ist, gilt das Superpositionsprinzip. Die Einwirkungen kdnnen in beliebig viele Lastfalle
aufgeteilt werden, die separat berechnet werden diirfen. Die Gesamtlosung ergibt sich aus der additiven
Uberlagerung, der Superposition der einzelnen Teilldsungen.

Schnittgrofen ohne Verformungseinfluss Schnittgréen mit vernachlassigbarem Verformungseinfluss
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Bild 1.1: Einfluss der Verformungen auf Schnittgréf3en

M

Der eindeutige Zusammenhang kann verloren gehen, wenn Normalkrafte — insbesondere hohe Druck-
krafte — im Tragwerk wirken. Sehr deutlich kann dieser Umstand an einer Kragstlitze mit exzentrisch
wirkender Druckkraft am Kopfende demonstriert werden (Bild 1.2).

Durch die zunachst konstante Biegebeanspruchung lber die gesamte Stablange verkriimmt sich die
Kragstltze und weicht seitlich aus der bislang lotrechten Achse aus. Die einwirkende Druckkraft am
Kopfende wandert mit und erzeugt aufgrund der zunehmenden Exzentrizitat bezliglich des FuBpunktes
eine zusatzliche Biegebeanspruchung. Durch weiter zunehmende Verkriimmung des Stabes und gréRer
werdende Kopfauslenkung wird ein Prozess in Gang gesetzt, der nur durch eine iterative Berechnung zu-
treffend erfasst werden kann.

Bei welcher Auslenkung das System eine stabile Gleichgewichtslage findet, hdngt von der GroRRe der
Druckkraft, der Biegesteifigkeit des Stabquerschnitts (E-/ = Elastizitatsmodul E - Tragheitsmoment /) und
der Stablange L ab. Unabhéangig von der GroRe der Kopfauslenkung bleibt festzustellen, dass die Druck-
kraft die Stabverformungen maRgebend vorantreibt und sich die SchnittgréRen am verformten System
deutlich von denen am unverformten System unterscheiden.
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Kragstitze = Tragwerksmodell ZustandsgréfRen nach Theorie I. Ordnung ... und nach Theorie Il. Ordnung

Bild 1.2: Einfluss der Verformungen auf SchnittgréfSen bei Druckbeanspruchungen

Die Ermittlung der SchnittgréBen bei Einhaltung der Gleichgewichtsbedingungen am verformten System
wird als Berechnung nach Theorie Il. Ordnung bezeichnet. Die Proportionalitdt zwischen den Lasteinwir-
kungen, den Schnitt- und VerformungsgroBen geht verloren. Das Tragverhalten wird in einem solchen
Fall als geometrisch nichtlinear bezeichnet. Das Tragwerk selbst muss dann mit besonderen Methoden
berechnet und bemessen werden. Das Superpositionsprinzip gilt nicht mehr. Das typische Tragverhalten
der in Bild 1.2 dargestellten Kragstiitze wird durch ein Last-Verformungsdiagramm deutlich.
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® Systemversagen durch
! UibermaRig starke Ver-
) formungszunahme
Fcrit 1
s ——————
Fu -
!
F 1
H @ Querschnittsversagen
P durch Uberschreiten
/ der aufnehmbaren
Spannung
O o
w® w® w

Bild 1.3: Nichtlineares Last-Verformungsdiagramm

Bild 1.3 stellt qualitativ den Zusammenhang zwischen der einwirkenden Druckkraft und der seitlichen
Auslenkung am Stitzenkopf dar. Bei einem bestimmten Lastniveau F = F, ist das Zusatzmoment aus
Druckkraft multipliziert mit der Kopfauslenkung so groR, dass die Stiitze am eingespannten FuRpunkt
durch Uberschreiten der aufnehmbaren Spannungen infolge des Biegemoments und der Normalkraft
versagt (Werkstoffversagen). Bei einer Untersuchung allein nach Theorie I. Ordnung wiirde dieses Trag-
werk hinsichtlich seiner aufnehmbaren Last klar (iberschatzt werden. Auch eine Stiitze aus einem ideal-
elastischen Werkstoff mit einer FlieRgrenze f, — o wird in diesem Fall bei einem niedrigen Lastniveau
versagen. Bei einem Lastniveau F = F.;: erreicht die Auslenkung des Stiitzenkopfes ein solches Ausmal,
dass die Stiitze ihre im Bauwerk zugedachte Aufgabe nicht mehr Gibernehmen kann (Systemversagen).
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Der Tragwiderstand des Systems reicht nicht mehr aus, um der rapiden Zunahme der Biegebeanspru-
chung durch eine zunehmende Druckkraft und anwachsenden Hebelarm Herr zu werden.

Der Einfluss der Druckbeanspruchung auf das Verformungsverhalten soll am nachfolgenden Beispiel
studiert werden. Um den Rechenaufwand gering zu halten, wird ein starrer Stab mit einer elastischen
Drehfederlagerung am unteren Stabende untersucht. Die Drehfeder soll hier mechanisch vereinfachend
die rlckstellende Wirkung einer elastischen (biegesteifen) und fest eingespannten Kragstitze (siehe Bild
1.2) darstellen.

Hinweis: Drehfedern werden u.a. oft als Modellierungshilfe bei statischen Berechnungen eingesetzt, um
damit die Nachgiebigkeit der Last aufnehmenden Konstruktion gegeniber einer Verdrehung zu model-
lieren (Stichwort: elastische Einspannung).

Beispiel 1.1: Leicht geneigte starre Kragstiitze unter Druckbeanspruchung

Gegeben:

Dargestellt ist nebenstehend eine starre, leicht geneigte Kragstiitze, e=0,05m
die am FuBende von einer Drehfeder elastisch gehalten ist. Die Feder-
steifigkeit betragt C, = 3000 kNm/rad; d.h. die Drehfeder wird bei ei-
ner Verdrehung um 1 rad = 180°/n = 57,3° ein Einspannmoment von

3000 kNm erzeugen. Starrer
Stab:
EA =
El=x

Im unbelasteten Zustand betragt die Vorverformung e =5 cm. Es soll
untersucht werden, wie das System auf eine zunehmende Druckkraft
F unter Beachtung der Horizontalverschiebung am Kopfende w,, rea-
giert. Dazu soll ein Last-Verformungsdiagramm fiir den Lastbereich MA(
0 <F<600 kN erstellt werden .

Lésungsweg 1:

Es wird fiir jede Laststufe die zugehorige Kopfauslenkung wy, berech-

net. Dieses erfolgt iterativ, bis sich ein Gleichgewicht zwischen dem

Einspannmoment Ma=C,- @ =C,- W,/ L und dem Moment aus einwirkender Last F multipliziert mit
dem Hebelarm e + w;, einstellt. So ergibt sich am Beispiel F = 400 kN folgende Iteration:

Wp [m] @=wb/L | Mas[kNm] | e+ws | F (e + ws) | Gleichgew.
0,00 0,000 0,0 0,05 20,0

0,02 0,004 12,0 0,07 28,0

0,04 0,008 24,0 0,09 36,0

0,06 0,012 36,0 0,11 44,0

0,08 0,016 48,0 0,13 52,0

0,10 0,020 60,0 0,15 60,0 \

Unter der Last von F = 400 kN kommt das System bei einer horizontalen Verschiebung von w, = 0,10
m zur Ruhe; es stellt sich ein Momentengleichgewicht ein.
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Lésungsweg 2:

Bei sehr einfachen Systemen kann — wie hier gezeigt — eine direkte Last-Verformungsbeziehung ent-
wickelt werden, sodass auf eine Iteration verzichtet werden kann.

Die Drehfederkraft ist identisch mit der AuflagergréBe M, und direkt abhangig von der Verformungs-
grofie wy. Es gilt:

My=C,-9p= C,-w,/L (beikleinen Winkeln gilt: tang = ¢)

Aus der Gleichgewichtsbedingung X M) =0 ergibt sich am verformten System — also nach Theorie
Il. Ordnung — folgender Zusammenhang:

F-(e+wp)-My=0 — F-(e+wp)-C,-w,/L=0

Die Auflésung nach w, liefert eine Bestimmungsgleichung fiir die Horizontalverschiebung in Abhan-
gigkeit von der einwirkenden Last F:

Die tabellarische und grafische Auswertung dieser Umformung fiihrt zu folgendem Ergebnis:

F [kN wp [cm
[ !) b[o,o]o F A IN]
50 0,45
100 1,00
200 2,50
300 5,00
400 10,00
500 25,00
550 55,00
600 o0

Bei einer Last von F = F4: = 600 kN kann das Tragsystem keine stabile Gleichgewichtslage mehr ein-
nehmen; es kommt zum Systemversagen durch Gbergrofle Verformungen. Bei einer Berechnung
nach Theorie I. Ordnung wiirden sich bei F = 600 kN vollig unrealistische Werte ergeben; namlich:

F-e-M;=0 —» M,=600-0,05=230,0kNm

:ﬂ.L:i.szo,%m

()
- w;' =¢-L
b =T, T 3000

Stellvertretend fiir viele gedriickte Stabe wird mit diesem Beispiel deutlich, dass die SchnittgréBenbe-
rechnung nach Theorie I. Ordnung keine zuverldssigen Ergebnisse liefert; insbesondere dann, wenn
Druckkrafte vorherrschen, die unglinstige Verformungen mit entsprechendem Einfluss auf die Schnitt-
groBen hervorrufen und damit die Stabilitat des Tragsystems gefdahrden (siehe Bild 1.4).

Die Theorie Il. Ordnung beschrankt sich in ihrer Anwendung natiirlich nicht allein auf druckbeanspruchte
Bauteile oder Tragwerke. Vergleicht man die Ergebnisse dieser Theorie mit denen der Theorie I. Ord-
nung, so ist immer eine stabilisierende oder entlastende Wirkung durch Zugkrafte zu spiiren.
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Mithilfe der Theorie Il. Ordnung (Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen am verformten System) sind
praktische Stabilitdtsprobleme I6sbar. Es kdnnen genaue Werte fiir die kritische Belastung F.i: berechnet
werden. Dabei werden vereinfachend alle VerformungsgroRen weiterhin als klein im Vergleich zu den
Systemabmessungen betrachtet. So wurde in Beispiel 1 weiterhin angenommen, dass die Stlitzenlange
in der Seitenprojektion konstant 5,0 m betragt, und zwar unabhangig von der GroRe der Stiitzenschief-
stellung (vgl. tan @ = @). Dieser Ansatz ist baupraktisch vertretbar und lasst bestimmte Linearisierungen
bei der mathematischen Behandlung der mechanischen Zusammenhange zu.

Gibt man die Vereinfachung tan ¢ = ¢ auf und
bericksichtigt den Einfluss der Verformungsge-
ometrie noch genauer (Stiitzenkopf folgt einer
Kreisbahn um das untere Auflager), so fihrt man
eine Berechnung nach Theorie Illl. Ordnung
durch. Sie ist sehr aufwandig und liefert — ebenso
wie die Berechnung nach Theorie Il. Ordnung —
genaue Werte fir die kritische Belastung. Aller-
dings lasst sich damit das Last-Verformungs-
verhalten auch oberhalb der kritischen Last un-
tersuchen (Bild 1.4). Eine Berechnung nach Theo-
rie lll. Ordnung ist fur praktische Stabilitatsunter-
suchungen nicht erforderlich.

; Berechnung nach
/Theorie I. Ordnung

Berechnung nach
i Theorie Ill. Ordnung

Ferit - _;'; ______

Berechnung nach Theorie Il. Ordnung

/' Hinweis: Last-Verformungsdiagramm gilt fiir vorver-
formten und/oder exzentrisch belasteten Druckstab

> tw

Bild 1.4: Berechnungsmethoden im Vergleich

Hinweis: Beim stabilitdtsgefahrdeten Tragwerk ist im Rahmen der Tragwerksplanung immer ein so ge-
nannter Nachweis der Tragsicherheit mit Schnittgroffen nach Theorie Il. Ordnung durchzufiihren. Man
benutzt in diesem Zusammenhang oft auch den Begriff ,Stabilitditsnachweis”.

Bei den bisherigen Betrachtungen dieses Kapitels ist ein theoretischer Grenzfall bewusst auller Acht ge-
lassen worden. Die Berechnungsmethoden nach Theorie I. und Il. Ordnung geben keine Antwort darauf,
wie beispielsweise die Kragstiitze nach Bild 1.2 auf eine zunehmende, jedoch zentrisch wirkende Druck-
kraft mit e = 0 bei ideal lotrechter Stabachse reagiert. Wegen der fehlenden AuRermittigkeit gibt es kei-
ne Biegemomente mehr, die zu einer Verkrimmung des Stabes und zu einer Auslenkung des Stiitzen-
kopfes fihren wiirden. Aus Erfahrung ist jedoch bekannt, dass derartige Stdabe bei der Einwirkung einer
hohen Druckkraft unvermittelt aus der gestreckten Lage in eine ausgelenkte Lage Gbergehen kénnen
(Bild 1.5). Dieser Vorgang wird als Knicken; die zugehorige Last als Knicklast Fi bezeichnet.

¢F<Fcrit F>Fcrit ¢ F<Fcrit F>Fcrit l F<Fcrit F>Fcritl
v e=0 e=0
N K=
Lol '
Stérung i ‘ l Stérung ‘ I Stérung
; |
starr 4
Stiit Stab ist i Stab ist
uize elastisch 3 elastisch
lotrecht
--------- @ ) ( I
Cyp A |
A, Ma A, Ma | 4, A,

Bild 1.5: Beispiele fiir knickgeféhrdete Systeme
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In den nachfolgenden Abschnitten dieses Kapitels wird sich herausstellen, dass es sich bei der Knicklast
um die kritische Last Fci handelt. Ausloser des Ausknickens ist eine kleine Lagestdrung, die durch Auf-
bringen einer minimalen Stoérlast, durch eine Imperfektion im Materialgeflige oder eine Ungenauigkeit
in der Tragwerksgeometrie verursacht wird. Das Aufbringen einer kleinen Lagestdrung ist ein hilfreiches
Verfahren, um die Stabilitat eines Systems zu beurteilen. Die Stabilitat einer Gleichgewichtslage ist ge-
geben, wenn ein System nach einer Stérung den urspriinglichen Gleichgewichtszustand wieder ein-
nimmt. Die Untersuchung derartiger Systeme — speziell die Ermittlung der kritischen Lasten — ist Gegen-
stand der Stabilitatstheorie.

In Bild 1.6 wird das typische Last-Verformungsverhalten knickgefahrdeter Systeme dargestellt. Bei einer
Belastung unterhalb von F.: bleibt das System in der gestreckten Lage. Nach einer eventuellen Stérung
schwingt es wieder in die urspringliche lotrechte Lage zurilick. Das System kommt zur Ruhe und nimmt
eine stabile Gleichgewichtslage ein. Im Last-Verformungsdiagramm lasst sich dieses Verhalten durch ei-
nen lotrechten Kurvenabschnitt darstellen (siehe Bild 1.6, Linie ,S1“ bis Ferit).

Erreicht die Last F = F.ir, 50 stellt sich ein indifferentes Gleichgewicht ein; d.h., der Stab verbleibt in der
lotrechten Lage oder wird aufgrund einer kleinen Lagestérung in einen benachbarten Verformungszu-
stand gebracht. Dieser Zustand andert sich auch nach Abklingen der Stérung nicht (vgl. Bild 1.6, am so
genannten Verzweigungspunkt (v) der Linie ,S1).

Erlauterung: Ein gedrickter Stab kann bei einer
Last-Verformungsdia- Last F > F.: auch in eine entgegen-
gramm eines ... gesetzte Richtung ausweichen. In
... ideal geraden Bild 1.6 ist die Abszisse deshalb mit
Stabes bei zen- + w beschriftet worden. Der mit (v)
trischer Druckkraft . . .
bezeichnete Punkt wird als Verzwei-
Stabile Gleichgewichtslage ... Stabes mit Vor- gungspunkt bezeichnet, da das Sys-
verformung oder . . .. .
exzentrisch aufge- tem bei Laststeigerung Uber F hin-
hter Druckkraf i i i-
F-w-Diagramm (Theorie IIl. Ordnung) £ W brachter Druckkraft aus nach beiden Richtungen auswei
o > chen kann.

Bild 1.6: Last-Verformungsdiagramm

Steigt die Belastung um ein geringes MaR Uber F;: hinaus an, so kann der Stab noch in der gestreckten
Lage verharren (Bild 1.6, Pkt. a). Das System befindet sich jedoch nun in einer labilen Gleichgewichtsla-
ge; bereits eine kleine Storung flihrt zu einem schlagartigen Ausweichen. Das System wird erst nach ei-
ner UbermaRig groBen und baupraktisch nicht mehr zu vertretenden Auslenkung einen anderen stabilen
Gleichgewichtszustand einnehmen (Bild 1.6, Pkt. b) oder — auf dem Weg dorthin — vorzeitig durch Bruch
versagen.

Die unterschiedlichen Arten des Gleichgewichts lassen sich anschaulich mit Bild 1.7 erlautern. Herrscht
eine stabile Gleichgewichtslage, so entsteht bei einer Stérung eine Kraftkomponente, die das System in
die Ausgangslage zurlickbewegt. Folglich ist jede Nachbarlage keine Gleichgewichtslage. Beim indiffe-
renten Gleichgewicht gibt es die riickstellende Kraft nicht mehr. Die Nachbarlage ist ebenfalls eine
Gleichgewichtslage, und das System verbleibt in der gestérten Lage. Bei einer Stérung im labilen Gleich-
gewichtszustand entsteht eine Kraftkomponente, die das System weiter von der Ausgangslage entfernt;
d.h., die Nachbarlage kann keine Gleichgewichtslage sein. Das System findet erst nach grolRer Verfor-
mung einen neuen stabilen Gleichgewichtszustand und kommt hier zur Ruhe.
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Stabile Gleich- Bei gedriickten Staben mit exzentrisch eingeleiteter
gewichtslage Druckkraft oder Vorverfomungen (Schiefstellungen,
\\ Vorkriimmungen), die bereits in der gestreckten Lage

Biegemomente aus M = N - e aufweisen (Bild 1.2),
Indifferente Gleich- kénnen sich keine instabilen, d.h. indifferenten oder
_p gewichtslage labilen Gleichgewichtslagen einstellen. Bei zuneh-
mender Druckbeanspruchung folgen diese Systeme
einer Last-Verformungskurve, wie sie charakteristisch
in Bild 1.6 mit dem Kurvenverlauf ,S2“ dargestellt ist.

Labile hG'eliCh' Der Vergleich mit dem Kurvenverlauf ,,S1“ macht
gewichtslage deutlich, dass ,,S1“ eine obere Grenze fiir das Last-
Verformungsverhalten von stabilitatsgefahrdeten
?\ / Systemen darstellt. Beim Ubergang e — 0 sind ,,S1“

und ,,S2“ deckungsgleich. In beiden Fallen wirken —
unabhangig von e — dieselben mathematischen Ge-
setzmaRigkeiten (siehe Abschn. 1.2).

Bild 1.7: Mégliche Gleichgewichtslagen

Zusammenfassung: Elastische Systeme verformen sich unter Lasteinwirkung. Druckkrafte kdnnen die
Verformungen und damit das Tragverhalten des Systems insgesamt ungtinstig beeinflussen. In diesem
Fall muss die SchnittgroSenermittlung am verformten System, also nach Theorie Il. Ordnung erfolgen,
um eine sichere Bemessung seiner Bauteile zu gewahrleisten. In besonderen Fallen sind Systeme auf-
grund ihrer Geometrie und der Art der Lasteinleitung biegemomentenfrei und halten ihre gestreckte La-
ge bei. Ab einem bestimmten Lastniveau, dessen untere Grenze die kritische Last F..;: darstellt, weicht
das System bei einer Lagestorung unvermittelt in eine ausgelenkte Lage aus und versagt. Die Untersu-
chung solcher Systeme, insbesondere die Bestimmung der kritischen Lasteinwirkung ist Gegenstand der
Stabilitatstheorie.

1.2 Elastisches Knicken gerader Stiabe

Die in Bild 1.8 dargestellte Kragstiitze ist ein typisches und haufig vorzufindendes Bauelement, das hohe
lotrecht wirkende Lasten aufzunehmen hat. Diese Stiitze soll als Beispiel fiir die nachfolgende Herleitung
der differenziellen Beziehungen zwischen den mafRRgebenden ZustandsgréoRen unter Berlicksichtigung
der Stabverformungen (Theorie Il. Ordnung) herangezogen werden. Es ist das Ziel, die kritische Last Feit
zu berechnen.

Die Lasteinleitung kann zentrisch (e = 0) oder exzentrisch (e > 0) erfolgen. Fiir die nachfolgende Herlei-
tung werden folgende Annahmen vorausgesetzt:

. Die Last F bleibt auch bei einer Stabverformung richtungstreu,
. der Werkstoff ist ideal homogen und isotrop,

o das Hookesche Gesetz gilt uneingeschrankt und

. die Querschnittswerte sind iber die Stablange konstant.

Die Gleichgewichtsbeziehungen am unverformten System lauten bekanntermaRen (siehe Bild 1.8, a):

ZFXIO rd N(X)Z—F
ZFZZO - VZ(X):O (11)
sMP=0 > M

yix) =-F-e
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Mit der Kenntnis des Zusammenhangs zwischen Biegemoment
und der Krimmung als resultierende Verzerrungsgrofe

T O : 1 M
| S TEd
56+My(x)
. 4 Vg und der kinematischen Beziehung x~w" erhdlt man die bekann-
te Differenzialgleichung fiir biegebeanspruchte Stabe nach Theorie
+Ngy I. Ordnung:
X
Freischnitt nach M .
. Th. I. Ordnung Ky(x) = E)T(IX) ~ —W(Ii() - w(lﬁ() = g;j/ (1.2)
X L ZWy
Diese Gleichung muss fiir die Berechnung nach Theorie Il. Ordnung
E F erweitert werden, da die SchnittgroRen von der Verformung wyy
(b) wy+e wy+e bislang unabhangig sind. Dazu werden die Gleichgewichtsbedin-
gungen am verformten Stababschnitt aufgestellt. Wie bei Theorie
= @ Il. Ordnung Ublich wird vorausgesetzt, dass die Verformungen
klein sind. Die geringe Stabneigung wird vernachladssigt, sodass Ny
Wiy My und V; weiterhin als vertikal bzw. horizontal wirkend angesehen
—> + &= werden; es gilt gemal Bild 1.8, b:
L Wy |<_+Vz(x)
SF =0 = Nyy=-F
*New SF,=0 o V=0 (1.3)
i Crdning T 0 = My =F-(e sz =)
X
Y ) v Ausgelenkte Lage Jetzt wird deutlich, dass das Biegemoment von der unbekannten
VerformungsgroRe wy) abhangig ist. Es ergibt sich in Analogie zu
Bild 1.8: Gleichgewicht am Gl. (1.2) folgender Zusammenhang:
(a) unverformten und (b) ver-
formten Stababschnitt o ~Myx F'(e +tW2 ‘W(X))
W(x) = e = (1.4)
y y

Mit der Abkirzung

a? = (1.5)

erhalt man nach entsprechender Umformung die folgende inho-
mogene lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung nach Gl. (1.6):

W(’;)+a2~w(x):a2-(e+wz) (1.6)

Hinweis: Eine Differenzialgleichung (DGL) ist eine Gleichung, die eine unbekannte Funktion mit unab-
hangigen Veranderlichen und Ableitungen eben dieser Funktion enthalt. Um eine DGL zu I6sen, muss ei-
ne Funktion gefunden werden, die mit ihren Ableitungen der Gleichung genligt. Eine inhomogene DGL
zeichnet sich dadurch aus, dass die ,rechte Seite” der DGL ungleich null ist
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Die DGL nach Gl. (1.6) hat die allgemeine Losung
W(x) = Wh(x) + Wp(x) (1.7)

und setzt sich zusammen aus dem Lésungsanteil der homogenen Differenzialgleichung wiy mit
w;,/(x)+a2~wh(x)=0 (1.8)

und dem partikuldren Losungsanteil wp) der inhomogenen Differenzialgleichung
Wg(x)+a2~wp(x):az-(e+wz). (1.9)

Als zielfihrender Ansatz fir den homogenen Lésungsanteil wird gewahlt:
Wh(x) = C1-sinax +C,-cosax (1.10)

Durch zweimalige Ableitung dieser Ansatzfunktion und dem Einsetzen in Gl. (1.8) kann Gl. (1.10) als zu-

treffende homogene Losung bestatigt werden. Als Ansatz fiir den partikuldaren Losungsanteil wird bei
dieser Art der DGL ein Polynom 1. Ordnung bestimmt; es lautet:

Wp(x) = C3-W(x) +Cy (1.11)
Durch zweimalige Ableitung dieses Polynoms und dem Einsetzen in GI. (1.9) entsteht:

O+a2-(C3-W(X)+C4)=a2~(e+w2) (1.12)
Mithilfe eines Koeffizientenvergleichs ergibt sich folgende Losung:

C3=0; Cy=e+wy, — Wy, =€+W, (1.13)
womit als vollstandige Loésung gemaR Gl. (1.7) nun

W(x) =Cy-sinax +C, -cosax +e+w; (1.14)

angegeben werden kann. Die verbleibenden Konstanten C; und C; ergeben sich aus den geometrischen
Randbedingungen am Stitzenful. Das dreiwertige Lager verhindert eine horizontale Verschiebung und
eine Verdrehung; es gilt:

W(X:O)=0=C1'O+C2'1+G+W2 d C2=—G—W2

. (1.15)
{D(X=O):W(X=0)=0:[Z'C1'1—H'C2'O - C1=0
Mit diesen Werten fiihrt Gl. (1.14) auf folgende Verformungsgleichung:
W(x) = (1-cosax)-(e+wj) (1.16)

Um flr weitere Betrachtungen die Exzentrizitdt e oder die VerformungsgréRe w; auf der rechten Seite
zu eliminieren, wird mit

Wy =W(x-p)=(1-cosal)-(e+wj) (1.17)
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und der Umformung dieser Beziehung zu

W2 bzw. e+w, = (1.18)

e+wy=—=%—
1-cosal cosal

die endgliltige Funktion fiir die Biegelinie der Kragstiitze bestimmt. Durch Einsetzen der Beziehungen
nach Gl. (1.18) in Gl. (1.16) entsteht:

(1-cosax)-w,

= 1.19
W) 1-cosal ( )

beziehungsweise

(1-cosax)-e

W(X) = (1.20)

cosal

Aus den letzten beiden Gleichungen lassen sich folgende Riickschlisse liber die Stabilitdt und das Last-
Verformungsverhalten der Kragstiitze ziehen:

. Die Verformung wy ist proportional der Lastexzentrizitat e. Ist diese gleich null, so erfolgt mit
W = 0 keine Auslenkung.

. Mit e = 0 ist trotzdem eine unbestimmte und von null verschiedene Auslenkung méglich, wenn
der Nenner in Gl. (1.20) verschwindet. Das ist dann gegeben, wenn

cosal =0 (1.22)

ist.
o Wenn Gl. (1.21) erfiillt und eine unbestimmte Auslenkung des Systems gegeben ist, so ist diese

Biegelinie gemaR Gl. (1.19) eine Kosinusfunktion. Da w; nicht bestimmt werden kann, bleibt die
Amplitude dieser Funktion unbestimmt.

Gl. (6.21) wird als Eigenwertgleichung des Stabilitatsproblems fir die oben dargestellte Kragstutze (Bild
1.8) bezeichnet. Die Eigenwertgleichung ist erflllt fir

3z 5

al =+Z 2% (2%
2'7 27 2

(1.22)

Die Losungen werden Eigenwerte genannt. Aus dem ersten positiven Eigenwert folgt die interessierende
kritische Belastung der Kragstiitze, die sogenannte Knicklast gemal:

2
T F T z<-E-l
L== /—-L:— F.=FR;=——2 1.2
a 2 - E-l, 2 = Ferit = Fi 1.2 (1.23)

Bei Erreichen oder Uberschreiten dieser Last knickt der einseitig eingespannte Stab unvermittelt aus und
nimmt eine Knickfigur nach GI. (6.19) an, wenn die Lasteinleitung zentrisch mit e = 0 erfolgt. Der Zu-
sammenhang zwischen der einwirkenden Druckkraft F und der horizontalen Kopfauslenkung w; wird
durch die Linie ,,S1“ des Last-Verformungsdiagramms in Bild 1.6 charakterisiert. In welcher Richtung und
in welchem Male der Stab ausknickt, ist unbestimmt, da fir GI. (1.19) keine Bedingung tber das Vorzei-
chen und die GrolRe von w; gegeben ist.
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Der zusatzliche Index i in Gl. (1.23) weist auf ideale Verhéltnisse hin, die es in der Realitat nicht gibt. Es

sind immer Stérungen (Imperfektionen in der Geometrie oder im Werkstoff) vorhanden, die das Errei-

chen oder gar das Uberschreiten der Knicklast (F > F.rir) unmdglich machen. Ein labiles Gleichgewicht ist
damit in der Realitat ausgeschlossen.

Das Knicken von Staben wurde zum ersten Mal von Leonard Euler (1707 — 1783) untersucht. Er berech-
nete neben dem einseitig eingespannten Stab auch andere typische Lagerungsfalle und ordnete ihnen
entsprechende Knicklasten zu. Er fasste seine Ergebnisse in der so genannten Euler-Formel zusammen:

2
< -E-I
Fyi = > (1.24)
Sk

Darin ist s¢ die sogenannte Knicklange, die den Abstand der Wendepunkte in der Knickfigur (verformte
Achse) des untersuchten Stabes darstellen (siehe Bild. 1.9). Als E-/ wird die Biegesteifigkeit beziglich der
Achse senkrecht zur Knickebene eingesetzt.

Eulerfall 1 Eulerfall 2 Eulerfall 3 Eulerfall 4

SN (w) = Wendepunkt in Knickfigur

Eigenwertgleichung und kleinster Eigenwert:
o-L- Sin[_a-f_:l =

cos(e-L)=0 sin(fee-L)=0 | tan(e-L)=a-L o
' : ' : ' : 2—-2-cos|a-L|
a-L =051 a-L=m -1 =449 a-L=2-71
2. E-l = 72 E-l 72 E-l
h=—7% | = /= R=——73
(2-1) L (0,6993-L) (0,5-L)
,%:"IZ'EE‘I mit sg=p-L
Sk
£=2 B=1 £=06993~0,7 B=05

Bild 1.9: Eulerfdlle mit Eigenwertgleichungen und Lésungen
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In Bild 1.9 werden die Knickfiguren, die Knicklasten und die Knicklangen fiir alle Eulerfalle, d.h. fiir 4
druckbeanspruchte Stabe mit unterschiedlichen Lagerbedingungen dargestellt. Man erkennt an den
Knickfiguren, dass die Eulerfalle 2, 3 und 4 aus dem Eulerfall 1 abgeleitet werden kdnnen. Die Sinus-
Viertelwelle des Eulerfalls 1 ist genau zweifach im Eulerfall 2, anndahernd dreifach im Eulerfall 3 und
exakt vierfach im Eulerfall 4 zu finden. Durch Einflihrung der Knicklange s, die der Lange einer Verfor-
mungs-halbwelle und damit dem Abstand der Wendepunkte in der Knickfigur entspricht, konnen die
Knicklasten von unterschiedlich gelagerten Staben mit einer einzigen Formel gemaR Gl. (1.24) bestimmt
werden. Allgemein gilt fur die Knicklange eines Stabes:

sk=pB-L (1.25)

Der Beiwert fgibt das Verhaltnis der Lange der Verformungshalbwelle zur Stablange an. In der Fachlite-
ratur sind vielfach #-Werte zu finden, die eine Knickldangenberechnung auch fiir mehrteilige Stabsyste-
me und solche mit elastischen Lagerbedingungen (z.B. Drehfedern) ermoglichen.

Die in Bild 1.9 und den Gl. (1.24) bis (1.28) dargestellten Formelzeichen fiir das Tragheitsmoment /, die
Knicklange sk und den Tragheitsradius j sind ohne einen weiteren Index zur Kennzeichnung der Achsen,
um die das System ausknickt, angefiihrt worden. Natiirlich kann ein gedriickter Stab — abhangig von der
Isotropie des Querschnittes und/oder der Lagerbedingungen — in alle Richtungen ausknicken. Das Knick-
problem ist in der Regel ein raumliches Problem; vgl. nachfolgende Zusammenstellung.

Tabelle 1.1 Unterscheidung bei Knickproblemen im Raum

Lagerbedingungen in Richtung der Hauptachsen
isotrop anisotrop

Alle Knickebenen sind gleichwertig. Ein Ausknicken Das System knickt in der Ebene mit der grof3ten Knicklange
= o | istin jede Richtung méglich. aus.
[} )
(o)) =
S § Beispiel: Stutze mit Kreisquerschnitt und gleicharti- Beispiel: Stutze mit quadratischem Querschnitt, jedoch un-
% ™ | gen Lagerbedingungen an den Stabenden in ortho- terschiedlichen Lagerbedingungen in Richtung der Quer-
_g gonalen Richtungen schnittsachsen.
@©
% Das System knickt um die Achse mit /min. Die Rich- Hier mussen die jeweiligen Knicklasten um die Hauptach-
5 S | tung des Ausknickens ist senkrecht dazu. sen des Querschnitts bestimmt werden. Der kleinste Knick-
g ° L . . . . wert bestimmt die Knickrichtung.
C:J @ | Beispiel: Stiitze mit Rechteckquerschnitt und gleich-

& wertigen Lagerbedingungen in Richtung der Quer- Beispiel: Stutze mit Rechteckquerschnitt, aber unterschied-
schnittsachsen lichen Lagern in Richtung der Hauptachsen (Bild 6.11).

Neben den Begriffen Knicklast und Knicklange wird im Zusammenhang mit knickgefahrdeten Staben
auch Uber die Knickspannung und den Schlankheitsgrad gesprochen. Die Knickspannung ok; ergibt sich
aus der Division der idealen Knicklast Fx; durch die Querschnittsflaiche A des untersuchten Stabes:

R _#%-E-l
OKi _T_SKZ—'A (1.26)

Setzt man die bekannte Formel fiir den Tragheitsradius in Gl. (1.26) ein, so erhalt man

i:\/z_)a__ﬂz-E-iz_ﬂz-E P
A K SK2 YL (1.27)
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Gl. (1.27) ist eine Hyperbelfunktion in Abhangigkeit von A und wird als Euler-Hyperbel bezeichnet. lhre
Darstellung erfolgt in Bild 1.10.

OKi A—=>0:0 = * Bei der Herleitung der Eulerschen Knick-

last wird die uneingeschrankte Gultigkeit
des Hookeschen Gesetzes bei unendli-
cher Festigkeit vorausgesetzt. Daher ist
es nachvollziehbar, dass die Stabe mit
kleinem Schlankheitsgrad (gedrungene
Stabe) eine ,,unzuldssige” Knickspannung
aufweisen.

FlieBgrenze
Uberschritten ??

Euler-Hyperbel

Im Abschnitt 1.3 wird deshalb das Biege-
knicken im plastischen Bereich behan-
A—>w:og=0 delt.

y

O |

Bild 1.10: Euler-Hyperbel

Das Verhaltnis Knicklange zu Tragheitsradius wird als Schlankheitsgrad A bezeichnet und ist ein maRge-
bender Parameter bei der Bemessungsprozedur fiir knickgefahrdete Stabe; es gilt:

Sk

A= e (1.28)

Die Knickspannung ok nimmt bei ansteigendem Schlankheitsgrad ab und erreicht im Extremfall den
Wert Null. Man erkennt, dass bei gedrungenen Staben mit kleinen Werten fir L bzw. A die kritische
Spannung deutlich ansteigt und gegebenenfalls die FlieRgrenze tiberschritten wird. In diesem Fall ist die
Stabilitatsfrage als Sicherheitsproblem hinfallig, weil nun das Material zerquetscht und die Tragfahigkeit
des Bauteils allein durch die Materialeigenschaften bestimmt wird. Bei AL — 0 erreicht die Knickspan-
nung den theoretischen Wert unendlich.

Der Schlankheitsgrad ist wie das Flachentragheitsmoment /, der Tragheitsradius i und die Knicklange sk
ein achsenbezogener Wert und wird mit einem Index versehen, um Verwechselungen bei der Knickrich-
tung bzw. Knickebene zu vermeiden (vgl. Beispiel 1.2). Dieser Index bezieht sich auf die Achse, die senk-
recht zur Knickrichtung steht. Bei unsymmetrischen Querschnitten werden die entsprechenden Haupt-
achsen betrachtet. Sind die Knicklangen bezliglich der Querschnittshauptachsen gleich lang (sk, = sk.), so
knickt der Stab immer um die Achse mit dem kleinsten Tragheitsradius bzw. Tragheitsmoment.

Spricht man vom Knicken in z-Richtung, so meint man damit Knicken um die y-Achse und umgekehrt.
Stabe kdnnen auch um die starke Achse knicken, wenn die Lagerbedingungen beziiglich dieser Achse be-
sonders unglinstig sind. Entscheidend ist also die GroRe des jeweiligen Schlankheitsgrades. Je groRer der
Schlankheitsgrad, desto hoher ist die Gefahr des Stabilitatsversagens.
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Beispiel 1.2: Berechnung des Schlankheitsgrades einer Stahlstiitze

Gegeben:

Fir die dargestellte Stahlstiitze sollen die maRgebende Knicklange sk, die zugehorige Knicklast Fx; und
der Schlankheitsgrad A berechnet werden. Die am Ful} eingespannte Stiitze besteht aus einem recht-
eckigen Hohlprofil mit gleichbleibendem Querschnitt (wie angegeben). Der Stiitzenkopf ist in z-

Richtung frei verschieblich; dagegen in y-Richtung horizontal unverschieblich gehalten.

Lésung:
Stahlstutze: F
c Die Querschnittsflache und die axialen Tragheitsmomente
2 ®) werden als Ablesewerte bautechnischen Tabellenwerken ent-
nommen.
/
A=949cm®; [, =11819cm*; [, =6278cm*
7000
ﬁnﬁrﬁn Die Tragheitsradien bestimmen sich zu:
Darstellung X
- . / /1 1819 , /6278
unmaf} _ |y _ _ . _ _
stéblich iy _\/:_ —94‘9 =1116cm; i, = 94.9 =8,13cm

Mithilfe des fiir Baustahl giiltigen Elastizitatsmoduls £ = 21000
kN/cm? kénnen die Biegesteifigkeiten bezlglich der Quer-

Querschnitt: 1300 x 200 x 10 schnittsachsen bestimmt werden:
300 E-l, =21000-11819 = 2,482-10% kNem? = 24820 kNm?
>

E I, =13184 kNm?

z
200_ - F -
-’ Betrachten wir zunachst die ,,schwache” Achse: Fiir das Kni-

y 10 cken um die z-Achse (Knicken in y-Richtung — Knickebene ist

ne Knicklange gemaR Gl. (1.25) von

Skz=fB,-L=07-7,0=4,90m

Damit kann Gber Gl. (1.24) eine Knicklast von

2 2
Fap =2tz 213188 549 k0
SK 2 4,9

und ein Schlankheitsgrad gemaR Gl. (1.28)

_Skz 4,910

2
2, 8,13

berechnet werden. Die Knickspannung errechnet sich mit Gl. (1.27) zu:

Fair 2 2.
oy =Kz - ZE 7721900 _ g7 4 pnjem?
A2 60,2

' die x-y-Ebene) ergibt sich aufgrund der Lagerbedingungen ei-
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Da das System einen anisotropen Querschnitt und anisotrope Lagerbedingungen in Richtung der
Querschnittsachsen aufweist, muss auch das Knicken um die y-Achse (Knicken in z-Richtung —
Knickebene ist die x-z- Ebene) untersucht werden. Die analoge Rechnung fiihrt auf folgende Ergeb-
nisse:

Sky=F, L=20-7,0=14,0m

7?E-l,  7?.24820

Faiy = > 12,02 =1249,8 kN < 5419,4 kN
K,y ’
2
s .
iy:ﬂzmzmsﬁ
iy 11,16

. 2 2
Okiy = Fay _7°-E _ 7%-21000 _ 13,2 kN/cm?

A 2 1255°

Der kleinste Knickwert bestimmt die Knickrichtung. Damit ist das Knicken um die y-Achse der
malRgebende Stabilitdtsfall. Die entsprechend groRe Schlankheit weist auf eine hohe Knickgefahr-
dung hin. Die hier errechnete Knicklast bzw. Knickspannung darf in der Praxis nicht erreicht wer-
den. Auch stabilitdtsgefahrdete Bauteile missen im Rahmen der durch die Baunormen vorgege-
benen Tragsicherheitsnachweise so dimensioniert werden, dass die planmaRigen Beanspruchun-
gen deutlich unter den Knickwerten bleiben. Der Abstand wird durch bauteil- und werkstoffspezi-
fische Sicherheitsbeiwerte oder Abminderungsfaktoren bestimmt.

13 Biegeknicken im plastischen Bereich

Die theoretischen Betrachtungen in Kapitel 1.2 setzen die uneingeschrankte Giiltigkeit des Hookeschen
Gesetzes voraus. Es gibt jedoch keinen Werkstoff, der diese Voraussetzung erfllt. Im Falle des Werk-
stoffs Stahl besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen lediglich bis zur
Proportionalitatsgrenze op, die um bis zu 20% unterhalb der FlieRgrenze f, liegen kann. Durch Umfor-
mung der Gl. (1.27) lasst sich der zugehorige Schlankheitsgrad A» bestimmen; es gilt:

dpmr- | £ s 2 |-E (1.29)
op O,S'fy

Damit liegt ein Grenzwert vor. Gedriickte Stdbe mit einem Schlankheitsgrad A > Ap gehorchen der Euler-
Formel und versagen bei Erreichen der Knickspannung durch elastisches Knicken, indem sie seitlich aus-
weichen (siehe Bild 1.11). Dabei hat die Versagensgrenze des Werkstoffs (FlieRgrenze) keinerlei Einfluss.

Bei schlanken Staben mit einem Schlankheitsgrad A > Ar kann die Gefahr des Knickens nicht durch Wahl
eines Werkstoffs mit hoherer Festigkeit verringert werden. Es ist somit unwirtschaftlich, schlanke Stit-
zen in einer héheren Stahlsorte auszufiihren.

Bei gedrungenen Staben mit einem geringen Schlankheitsgrad besteht die Knickgefahr nicht. Diese Sta-
be versagen durch Uberschreiten der aufnehmbaren Druckspannung und werden zerquetscht. Die theo-
retische Knickspannung oy liegt weit Gber diesem Wert und hat fir die Bemessung des Bauteils keine
Bedeutung. In den Baunormen werden deshalb immer unterschiedliche Verfahren zur Bemessung
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druckbeanspruchter Bauteile vorgegeben, wobei man zwischen stabilitdtsgefdhrdeten und nicht stabili-
tatsgefahrdeten Bauteilen unterscheidet.

Neben den beiden eindeutigen Versagensformen gibt es einen Ubergang vom FlieRen in das elastische
Knicken. Oberhalb der Proportionalitatsgrenze fallt die Steigung des Spannungs-Dehnungsverlaufes von
ihrem Maximalwert — dieser ist identisch mit dem Elastizitaitsmodul £ — auf nahezu null ab. Beim Auskni-
cken tragt das einsetzende Biegemoment auf der zur Knickrichtung abgewandten Seite des Querschnit-
tes zu einer Erhéhung der Druckspannungen bei. Dieser Querschnittsbereich geht zunehmend von den
Randfasern her in den plastischen Zustand (iber und tragt zu einer stetigen Reduzierung der Biegestei-
figkeit E-I des Stabquerschnitts bei. Damit andert sich ein entscheidender Parameter bei der Bestim-
mung der Eulerschen Knicklast Fk; (vgl. Gl. (1.24)). Zudem werden die Voraussetzungen, die fir die Her-
leitung der Euler-Formel getroffen worden sind, nicht mehr erfillt.

o A Hookesches Gesetz OKi A OK

I
|
| \ FlieRspannun
/ \7/5 \ / p 9
fy @---4 O fy

Engessersche Knickspannung

Euler-Hyperbel
Spannungs-Dehnungs-
beziehung (Baustahl)

Unelast.
Knicken

\,

Lt

Elastisches Knicken

A
A

Bild 1.11: Giiltigkeit der Euler-Formel

Durch Aufgabe der uneingeschrankten Gltigkeit des Hookeschen Gesetzes hat Friedrich Engesser (1848
—1931) in seinen theoretischen Abhandlungen Knickspannungen ok eingefiihrt, die im Bereich0 < A< Ap
kleiner als ok; sind. Fiir  — 0 geht die Knickspannung ok gegen f,. Die Spannungs-Dehnungslinie des

Stahls oberhalb der Proportionalitatsgrenze o» = 0,8-f, wird dazu wirklichkeitsnah durch folgende Funk-
tion beschrieben:

E-s-08f
o=f,|0,8+0,2 tanh— - "V (1.30)
0.2-F,

Unter Berlicksichtigung der Teilplastizierung des Querschnitts und Einflihrung eines besonderen Enges-
serschen Knickmoduls T (vgl. Bild 1.12) mit

_4EE und Etzd—cr fir &> ep (1.31)

(\/ET+\/E)2 de

T =

gelingt es, fur den Giiltigkeitsbereich or < ok < f, einen Zusammenhang zwischen dem Schlankheitsgrad
A und der Engesserschen Knickspannung ok herzustellen:
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0,5-(f, -
11 |k Josy (f, ~or) (1.32)
A E 2 2
\/(fy—O'p) —(UK—O'p)

Bild 1.11 zeigt den Funktionsverlauf in qualitativer Form an. Auf eine genaue Herleitung der Gl. (1.32)
soll im Rahmen dieses Buches verzichtet werden.

Mit der Eulerschen und Engesserschen Knickspannung sind die theoretischen Grundlagen fiir die Bemes-
sung stabilitatsgefahrdeter Bauteile gegeben. Die in Bild 1.11 dargestellten Verlaufe stellen eine absolu-
te Grenze flir geometrisch und werkstofflich ideale Systeme und ihre theoretisch aufnehmbaren
Druckspannungen dar. Unsere Bauwerke und Werkstoffe erfiillen diese Anforderungen nicht. Die Bau-
teile sind weder perfekt gerade, noch werden die Lasten exakt zentrisch eingeleitet. Betrachtet man den
Ublichen Stahlbau, so sind durch Walz- und/oder SchweiRvorgédnge auch im unbelasteten Zustand be-
reits Eigenspannungen im Bauteil vorhanden, die besonders bei stark auf Druck beanspruchten Bautei-
len maligeblichen Einfluss auf das Stabilitdtsverhalten haben. Deshalb hat man im Stahlbau durch zahl-
reiche Versuche und statistische Analysen alle Effekte untersucht und in Abhangigkeit von der Geomet-
rie und der Art der Herstellung des Querschnittprofils sogenannte Knickspannungslinien entwickelt.

Die Knickspannungslinien — dargestellt in Bild 1.12 — werden in einem Diagramm mit normierten Achsen
dargestellt, um diese unabhangig von der verwendeten Stahlgiite verwenden zu konnen. Auf der Abszis-
se wird der bezogene Schlankheitsgrad aufgetragen. Er wird lber die Gleichung

I = mit  a=7 |— (1.33)

A
ﬂva yk

bestimmt. Der Werkstoffparameter fy« ist der charakteristische Wert fir die FlieBgrenze (ohne Teilsi-
cherheitsbeiwert) und den jeweiligen Fachnormen zu entnehmen. Die Ordinate zeigt den dimensionslo-
sen Wert x an, der als bezogene Knickspannung interpretiert werden kann.

k=K b x=2K (1.34)
fyk fyk

Abminderungsfaktor

1,0

0,8 - Euler-Hyperbel

(skaliert)

0,6 (c)
0,4 -

0,2 -

o0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Bezogener Schlankheitsgrad

Bild 1.12: Knickspannungslinien
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Der k-Wert stellt in dieser Form einen Abminderungsfaktor gegeniiber einem nicht stabilitatsgefahrde-
ten Bauteil dar (siehe Beispiel 1.3). Die Abminderung wird erst ab einem bezogenen Schlankheitsgrad
von Jx >0,2 wirksam, was gemaR Gl. (1.33) einem Schlankheitsgrad von 4 > 18,6 bzw. 15,2 bei Stiben

aus einem S 235 respektive S 355 entspricht. Im Ubergangsbereich der Engesserschen Knickspannung
zwischen 0 < ¢ < 1,05 (in Bild 1.12 nicht gesondert dargestellt) gehen die Abminderungsfaktoren je

nach zuzuordnender Knickspannungslinie auf Werte zwischen 0,44 und 0,63 zurlick und nahern sich im
weiteren Verlauf asymptotisch den Grenzwerten der Euler-Hyperbel an. Die Zuordnung der Knickspan-
nungslinien a), b), c) oder d) erfolgt nach Art des Stahlherstellungsprozesses (gewalzt, geschweildt, warm
oder kalt gefertigt), nach Blechdicke und der Querschnittsform des verwendeten Profils (z.B. Hohl- oder
Vollprofile, U-, L- und I-Profile). Im nachfolgenden Rechenbeispiel soll in einem unmittelbaren Vergleich
zwischen einem zug- und einem druckbeanspruchten Stab die Bedeutung der Knickspannungslinien im
Hinblick auf das Bemessungsergebnis gezeigt werden.

Beispiel 1.3: Berechnung des Schlankheitsgrades einer Stahlstiitze

Gegeben:

Dargestellt ist ein rundes aus Baustahl S 235 kaltgefertigtes Hohlprofil mit einem Durchmesser von d
=101,6 mm und einer Wandstarke von t = 4 mm, das zum einen als 2,9 m lange Zugstab (1) und zum
anderen als ebenso lange Kragstiitze (2) zum Einsatz kommt. Es soll die maximal aufnehmbare Druck-
bzw. Zugkraft bestimmt werden. Dabei sind die Grenzspannungen des Stahls nach DIN EN 1993-1 zu

bericksichtigen. N
Losung:

max Fg“ =2

Das Hohlprofil mit kreisrundem Querschnitt weist eine Quer-
schnittsfliche von A = 12,3 cm? und ein Flichentrdgheitsmoment
von | = 146 cm* auf. Aufgrund der Rotationssymmetrie ist jede
Querschnittsachse durch den Schwerpunkt eine Symmetrieachse.
Auf eine Indexierung der Querschnittswerte kann deshalb verzich-
tet werden.

2900

1016 Betrachten wir zunachst das zugbeanspruchte System. Die Span-

nung infolge Lasteinwirkung darf die aufnehmbare Spannung im
Stahl nicht tiberschreiten; es gilt:

)
o= rg — maxF{) = A.ogy =12,321,82 = 268,4 kN

v Betrachten wir jetzt das druckbeanspruchte System. Der Tragheits-
< radius errechnet sich zu:

max F" =2
,'_\/I_ ﬁ:3,45 cm
A 12,3

Grenzspannungen ogq4 flir Walz-

stahl nach DIN EN 1993-1 (EC 3): Die Knicklange ergibt sich aus dem Eulerfall 1 (vgl. Bild 1.9) zu:
Stahlsorte Ord [kN/cm?] sk=p-L=2,0-290 =580 cm
$235 (t <40 mm) 21,82 ' ' o
$ 355 (t <40 mm) 32,73 Der Schlankheitsgrad wird mithilfe der Gl. (1.28) und der bezogene

Schlankheitsgrad (4, = 92,9 fir S 235) aus Gl. (1.33) berechnet:
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Flr kaltgefertigte Hohlprofile ist gemal den Stahlbaunormen die Knickspannungslinie (b) zu wah-
len, sodass als Abminderungsfaktor x der Wert 0,25 abgelesen werden und auf der Widerstands-
seite fiir eine Reduzierung der aufnehmbaren Kraft herangezogen kann. Es ist die Bedingung

max F(?)
O=—T"T—<K'ORqg

zu erfillen. Die aufnehmbare Druckkraft errechnet sich somit zu:
maxF, 2 = A-k-og 4 =12,3-0,25-21,82 = 67,1kN

und erreicht — trotz gleichbleibendem Querschnitt und Material — nur noch ein Viertel der ent-
sprechenden Zugkraft max Fy ).

Hinweis: Die einschlagigen Stahlbaunormen geben Formeln an, mit denen die Abminderungsfak-
toren x genau bestimmt werden kénnen. In den bautechnischen Tabellenwerken findet man die-
se auch in Tabellen aufbereitet, sodass die x-Werte unmittelbar in Abhangigkeit von der malige-
benden Knickspannungslinie und dem bezogenen Schlankheitsgrad abgelesen werden kénnen.

1.4 Weitere Versagensfille durch Instabilitat

Neben dem in Abschnitt 1.3 behandelten Standardfall des reinen Biegeknickens gibt es in der Praxis wei-
tere Versagensfille infolge Instabilitat. Die Art des Versagens wird neben den Lagerbedingungen und der

Stabldange wesentlich von der Querschnittsform und der Lage des Lastangriffsortes bezliglich der Stab-
achse bestimmt.

¢ Biegeknicken (BK): Diese Versagensart ist typisch fiir Stabe unter zentrisch oder exzentrisch wirken-
der Druckbeanspruchung. Maligebend fiir das Versagen ist die Langsdruckkraft N und das Biegemo-
ment M, bzw. M,. Abhdngig von der GréRe der Biegesteifigkeiten E-/, und E-/, versagen solche Stabe
vorzeitig durch Ausweichen in z- oder y-Richtung, ohne dass es dabei zu einer Verdrehung um die
Langsachse kommt (Bild 1.13, a). Aufgrund ihrer Querschnittsform besitzen die Stabe in der Regel ei-
ne ausreichende Steifigkeit gegen Verdrehen um die eigene Langsachse.

a) Biegeknicken b) Drillknicken

Wolbsteifigkeit: E/, =0

_____ I,__.l —// /—/ l___,l,___l :_:
i t
i WT ‘- " & 7
Pttt s [ i !
—— I I /)
F »— . )
y Translation in y- Rotation um x-Achse
— und z-Richtung F y
z v z

Bild 1.13: Versagensfiille Biegeknicken und Drillknicken
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. Drillknicken (DK): Diese Versagensart kann bei Staben unter zentrisch wirkender Druckbeanspru-

chung auftreten. Stabe, die auf Drillknicken versagen, besitzen keine oder nur eine sehr geringe
Steifigkeit gegen Verdrehen um die eigene Langsachse. Die Verdrehsteifigkeit wird durch die Gro-
Re der St.-Venantschen Torsionssteifigkeit G-/r und/oder die Wolbsteifigkeit E+/, beeinflusst. Die
Stabe versagen durch eine unvermittelt einsetzende Verdrehung um die eigene Achse (Bild 1.13,
b). Typische Querschnitte bei diesen Staben sind diinnwandige Winkel- oder Kreuzprofile. lhre
Versagenslast ist die Drillknicklast Ny, ¢, die bei dieser Art der Instabilitat kleiner als die Eulersche
Knicklast (Biegeknicklast) ist.

. Biegedrillknicken (BDK): Dieser Versagensfall tritt bei biegebeanspruchten Tragern mit und ohne
Normalkraft auf, wobei jetzt das Biegemoment malRgebend ist. Biegedrillknicken zeichnet sich
dadurch aus, dass hohe Biegedruckspannungen in destabilisierender Weise zu einem seitlichen
Ausknicken des Druckgurtes fiihren. Durch die destabilisierende Wirkung des Zuggurtes entziehen
sich diese Trager im Versagensfall den Lasten durch gleichzeitiges Verdrehen um die Stabachse
und Verschieben in Richtung der Querschnittsachsen (Bild 6.16, a). Mit der seitlichen Auslenkung
der Gurte wandern in der Regel die Lasten mit ihren Lastangriffspunkten aus der Tragerachse her-
aus und vergrofRern — mit Ausnahme der ,,angehdngten” Lasten — die Verdrehung des Quer-
schnitts durch die einsetzende Torsionsbeanspruchung (Bild 1.14 b). Hohlguerschnitte mit ihrer
hohen Torsionssteifigkeit sind im Gegensatz zu den offenen diinnwandigen Querschnitten nicht
biegedrillknickgefahrdet. Der Versagenszustand wird durch das ideale Biegedrillknickmoment M;
gekennzeichnet

a) Biegedrill- b) Einfluss des

knicken (BDK) Lastangriffspunktes F

Destabilisierende

v Wirkung durch
aufgesetzte Lasten

>

Translation in y-
und z-Richtung Px
und Rotation um

x-Achse

Stabilisierende
Wirkung durch F
angehangte Lasten

Bild 1.14: Versagensfall Biegedrillknicken

Durch Festhaltungen am Druckgurt quer zur Tragerlangsachse kann der Schlankheitsgrad des
Druckgurtes soweit reduziert werden, dass die Gefahr des Biegedrillknickens ausgeschlossen wer-
den kann. Im Zusammenhang mit dem Versagensfall Biegedrillknicken verwendet man — meist
umgangssprachlich —auch den Begriff , Kippen”, wenn allein aus einer Biegebeanspruchung her-
aus der Obergurt aufgrund seiner hohen Druckbeanspruchung seitlich ausschlagt und zu einem
LUmkippen“ des Tragers fihrt.

o Beulen: Diese Versagensform tritt vor allem bei dinnwandigen Bauteilen auf, die hohen Druck-,
Biegedruck- und/oder Schubspannungen aufgesetzt sind und ab einem kritischen Spannungszu-
stand seitlich ausbeulen kénnen. Dabei kann es sich um ganze Stegbleche beispielsweise eines
Kastentragers oder auch um Teilflaichen eines Bleches — sogenannte Beulfelder — handeln, die
durch Aussteifungselemente wie angeschweildte Rippen, Querschotte oder Gurte bzw. durch
sonstige angrenzende Bauteile am seitlichen Ausweichen gehindert werden. Die Form der Beulfi-
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gur ist abhangig von der Hohe und dem Verlauf der Beanspruchung, den Seitenverhaltnissen des
Beulfeldes und der Steifigkeit und Art der Aussteifungselemente. Im Versagensfall kdnnen sich in
den beiden Richtungen des Beulfeldes unterschiedlich viele Halbwellen einstellen (Bild 1.15).

Beulfeld
Gy@

CRRRRRRRRRRA S

Q

\AARRRRRRRE

Beulfigur

Bild 1.15: (Platten-)Beulen
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