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 � 	 � �� /�0− −Σ = + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ = → = +
���

! /� G /�: . ;: /�: 3: : : $ %"������� � �	 � 	 � ��12���0↓ Σ = − + ⋅ + − = → =

/� 7 H: . 87/�/�� � � ��−Σ = → = − = −

α�

7 H H G H G: . ��� ;:9�87� � � � ��α− − −Σ = − + ⋅ → = +
���

9 H H G 9 H: . �	� 8;;�G	 � � � ��α− − −↓ Σ = − − ⋅ → = −
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Wodurch unterscheidet sich das Prinzip der virtuellen Kräfte vom Prinzip der virtuellen Verrückun�

gen? Die nachfolgende Zusammenstellung gibt einen Überblick. 

 

����	�
��������������������������������� ����	�
���������������������������

Virtuelle Arbeit:  Virtuelle Arbeit: 

Mit Hilfe des PvV können gezielt ���	�����������

������ (Auflagerreaktionen und Schnittgrößen) 

mit Hilfe einer Arbeitsgleichung bestimmt wer�

den. 

Mit Hilfe des PvK können gezielt ���	�����

��������� (Knotenverschiebungen oder  

�verdrehungen) mit Hilfe einer Arbeitsglei�

chung bestimmt werden. 

PvV bedeutet: Das System erfüllt das  ����!�

��"��!�, wenn die Summe der virtuellen Arbei�

ten gleich null ist. 

Dabei muss die virtuelle Verrückung eine infini�

tesimal kleine und gedachte, #���������$#�����

%�!���&�����������%�'(%��#%����������!�, 

sonst beliebige Verrückung sein. 

PvK bedeutet: Das System erfüllt eine ����

�$�#���%)��������, wenn die Summe 

der virtuellen Arbeiten gleich null ist. 

Dazu muss eine virtuelle Kraft (als infinite�

simal kleine und gedachte Kraft) �#�*�������

��%��!��������$�#���%����� aufge�

bracht werden. 

&�%$����!���+ Durch die Lagrange’sche Befrei�

ung wird ein statisch bestimmtes System zu ei�

nem verschieblichen, aus starren Scheiben be�

stehendem System. Es gibt nur ������ virtuelle 

Arbeiten geleistet.  

&�%$����!���+ Durch das Aufbringen einer 

virtuellen Last entstehen virtuelle Schnitt�

größen. Diese leisten auf den Verzerrungen 

des realen Beanspruchungszustandes inne�

re virtuelle Arbeiten. Beim PvK entstehen 

�������und������� Arbeiten. Es gilt: 
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,��"��%+ Äußere Arbeiten sind Arbeiten, 
die durch von außen auf das System 
einwirkende Kraftgrößen auf (sichtbaren 
und) messbaren Verformungsgrößen 
geleistet werden. 
 
Innere Arbeiten werden im Inneren des 
Stabes geleistet. So leistet die Normal�
kraft N auf der Dehnung der Stabachse 
Arbeiten. Gleiches macht das Biegemo�
ment auf der Krümmung der Stabachse. 
 
Dehnungen, Krümmungen, Schubverzer�
rungen u.a. werden unter dem Begriff 
„Verzerrungen“ zusammengefasst. Ver�
zerrungen sind die Verformungen des 
infinitesimalen Stababschnittes und als 
solche nicht sichtbare und nicht direkt 
messbare Rechengrößen. 
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Göttsche (7�15 bis 7�20) 

� �� � �Σ = Σ + Σ 0��= Σ =

.� � � ��� � 	 ϕ= ⋅ = ⋅.� � � ��� � 	 ϕ= ⋅ = ⋅

0� �� � �Σ = Σ + Σ =
0 



Mit dem PvK können Verformungen (Knotenverschiebungen und –verdrehungen; Relativverschie�

bungen und v.a. mehr) berechnet werden. Die ����$�#����������%�/���"���% müssen ermittelt 

werden, um 

• dessen  �)����!%�������!���� nachzuweisen (Stichwörter: Lichtraumprofil, Wasserablauf, 

Kranbahnen, Lagerbemessung); 

• der 0�����%%���������$�#����� auf die Schnittgrößen und damit auf die Tragfähigkeit des 

Tragwerks zu erfassen (Stichwörter: stabilitätsgefährdete Stützen; Berechnung nach Theorie II. 

Ordnung); 

• noch fehlende Gleichungen (sogenannte ����$�#���%)����������) bei %����%�!���)��

%��##����'(%��#�� zu erhalten (entscheidende Parameter hierfür sind die Biegesteifigkeit E . I 

[kNm²] und die Dehnsteifigkeit E. A [kN] des Stabquerschnittes). 

 

Zur Herleitung und zum Verständnis folgendes Beispiel: 

Gegeben ist ein 4 m langer Kragarmträger, der am  

Ende eine vertikale Last von 20 kN aufzunehmen hat.  

Zu erwarten ist, dass sich das System durchbiegt. Zu  

klären ist, um wie viel Zentimeter sich das Kragarmende 

in vertikaler Richtung verschiebt. Der Material besitzt 

einen E�Modul von 
 = 20000 kN/cm². Das Trägheits� 

moment des Trägerprofils ist �� = 3000 cm4. 

Eine reale Last erzeugt reale Spannungen, die – über  

die Querschnittsfläche aufintegriert – zu realen Schnitt� 

größen zusammengefasst werden. Reale Spannungen 

stellen sich bei realen Dehnungen ein. Betrachtet man 

einen beliebigen Schnitt an der Stelle x (0 ≤ x ≤ 4,0 m), 
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,��"��%+ Statisch unbestimmte Systeme 
werden wir in STA2 nicht behandeln. 
Wenn Sie dieses Kapitel „verinnerlicht“ 
haben, dann hätten Sie auch das Werk�
zeug für die Berechnung statisch unbe�
stimmter Systeme in der Hand.  
 
Nur: Diese Rechnung ist sehr zeitauf�
wendig. Deshalb werden heute keine 
statisch unbestimmten Systeme mehr mit 
der Hand berechnet, sondern mit Statik�
programmen wie z.B. „Ruckzuck“ oder 
„RStab“.  
 
Wer sich trotzdem mit diesem Thema 
beschäftigen möchte, schaut bitte in der 
Literatur unter dem Stichwort „Kraftgrö�
ßenverfahren“ nach. 
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(1) 
(2) 

� = ? 

Fz,2 = 20 kN 

L = 4,0 m 

�80,0 kNm 

2(�

+20 kN 

3	�

����

����



so ist der nebenstehende Spannungs� und Dehnungszu� 

stand vorzufinden. Der Zusammenhang zwischen Span� 

nungsverteilung und dem Biegemoment ist durch die be� 

kannte Formel 

   

 

gegeben. Beim einem linear�elastisches Materialverhal� 

ten (Hooke’sches Gesetz) sind Spannungsverteilung und 

Dehnungsverteilung linear über die Querschnittshöhe � 

verteilt. Die Veränderung der Dehnung über die Querschnittshöhe (die Steigung des Dehnungsver�

laufes) wird mit κ� (= Krümmung) bezeichnet. Es lässt sich folgender Zusammenhang herstellen: 

 

 

 

 

Die Umformung ergibt den bekannten Zusammenhang, dass die Krümmung proportional zum Bie�

gemoment ist. Der Proportionalitätsfaktor ist durch den Kehrwert der &����%���������� 
��� gegeben. 

Zurück zum Beispiel: Stellen wir uns jetzt bitte vor, man 

hätte �$�� dem Aufbringen der realen Last ���  eine  

virtuelle Einzellast      am Ort und in Richtung 

der gesuchten Verschiebung aufgebracht. Dann würde 

die virtuelle Einzellast beim Aufbringen der realen Last 

eine virtuelle Verschiebungsarbeit auf dem realen Weg 

w2 leisten. Aus simplen mathematischen Gründen wird 

der virtuellen Last die Größe „1“ zugeordnet.  

 
 
�
�
�
�
�
�
�
�
�
,��"��%+ Bitte blättern Sie zurück zu den 
Skripten des Moduls STA1. Die Krüm�
mung ist die „Verdrehung“ des infinitesi�
malen Stabanschnittes. Die Krümmung 
lässt sich durch zweimalige Ableitung 
nach der Stabkoordinate x aus der Bie�
gelinie w(x)  bestimmen.  
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Diese virtuelle Arbeit wird als �������������������%�!��)���%��)��� bezeichnet, weil sie von einer 

von außen angreifenden virtuellen Kraft auf einem realen Weg geleistet wird, der von einer anderen 

(realen) Kraft verursacht wird.  

Neben der äußeren virtuellen Verschiebungsarbeit wird auch noch �������������������%�!��)���%�

��)��� geleistet... warum? ... weil, 

1) Auf Seite 7�17 wurde gezeigt, dass die reale Last 

eine reale Krümmung in Inneren des Stabes erzeugt  

und sich – affin zum 	��Verlauf – linear veränderlich 

entlang der Stabachse verteilt (vgl. Grafik) 

2) Die virtuelle Kraft erzeugt einen virtuellen Zustand, 

also beispielsweise eine virtuellen Momentenverlauf. 

3) Im Inneren des Stabes kann jetzt die virtuelle 

Schnittgröße auf dem zugehörigen Weg – beim Biege� 

moment ist es die reale Krümmung  � innere virtuelle 

Verschiebungsarbeit leisten. 

4) Um die innere Verschiebungsarbeit zahlenmäßig 

erfassen zu können, müssen mit Hilfe eines 4�������% 

über die Stablänge alle Arbeitsanteile, die in jedem 

der einzelnen infinitesimalen Stababschnitte geleistet 

werden, aufsummiert werden. 

Nach dem Energieerhaltungsgesetz muss die Summe aller Arbeiten gleich null sein. Da es äußere 

und innere (virtuelle) Arbeiten gibt, gilt also: 

 

Die �������5�)��� ist dabei ������, weil sie der im Bauteil gespeicherten Energie entspricht, die 

durch die äußere Verschiebungsarbeit der virtuellen Last in das System eingetragen wird.  

κκκκ(�
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,��"��%+ Der Begriff „innere Arbeit“ ist 
eine sprachliche Vereinfachung. Man 
versteht darunter die Arbeit, die von den 
inneren Kraftgrößen geleistet wird. Durch 
Verwendung des Schnittprinzips haben 
wir die inneren Beanspruchungen (= 
Spannungszustand) durch Schnittgrößen 
„sichtbar“ gemacht. Schnittgrößen sind 
Spannungsresultierende bezüglich der 
Stabachse. Letztlich ist die innere Arbeit 
nichts anderes als das Produkt „Span�
nung mal Dehnung“, aufintegriert über 
alle Querschnittspunkte und Orte entlang 
der Stabachse. 
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( ) ( )� � � � ��� �	 κ= − ⋅

0� �� �Σ + Σ =

4

( ) ( )
0

� �

� � � � �
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� 	 ��κ
= =

=

Σ = − ⋅∫



Wird die Arbeitsgleichung nach der äußeren Arbeit aufgelöst, entsteht: 

 

 

Die unbekannte Weggröße (hier also w2) kann wegen der Rechenvereinfachung „virtuelle Kraft = 1“ 

direkt aus der Auswertung des Integrals gewonnen werden. 

Zu unserem Beispiel: Der Funktionsverlauf der virtuellen Momentenlinie ist durch 

 

gegeben, der wirkliche Verlauf der Krümmung (vgl. S. 7�18) durch  

  

 

Eingesetzt in die obige Arbeitsgleichung ergibt sich das gesuchte Ergebnis für �: 

 

 

 

Die Lösung also: Ein 4,0 m langer Kragarm mit einer konstanten Biegesteifigkeit von 6000 kNm² wird 

sich unter einer Last von 20 kN am Kragarmende hier eine vertikale Verschiebung um 7,11 cm nach 

unten aufweisen.  

 

Im obigen Beispiel ist die Biegesteifigkeit zwischen Knoten 1 und 2 konstant. Damit kann die Arbeits�

gleichung umgeformt werden:  

 

 

 
 
�
�
�
�
�
,��"��%: Die Auswertung des bestimm�
ten Integrals ist sehr mühselig; speziell 
dann, wenn die Funktionsverläufe quad�
ratisch oder sogar parabolisch sind.  
 
Keine Angst: Wir machen diese Auswer�
tung einmal per Hand; später dann mit 
Hilfe der sogenannten 4�������������. 
�
�
�
�
,��"��%+ Durch die Division der Arbeits�
gleichung mit der virtuellen Einheitsgröße 
wird die virtuelle „Eigenschaft“ heraus 
gekürzt.  
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Durch das Vorziehen des konstanten Kehrwertes der Biegesteifigkeit vor das Integral, bleiben hinter 

dem Integralzeichen die Funktionsverläufe der virtuellen Momentenlinie (infolge virtueller Einheits�

last) und der Momentenverlauf der wirklichen Lasteinwirkung stehen. Man spricht beim Auswerten 

des Integrals dann ���%�!���!��"��%� vom „8)�������������2$#�����������“ (dazu später mehr). 

Setzt sich ein Tragwerk aus n Stababschnitten mit  

unterschiedlichen Biegesteifigkeiten zusammen, so 

ist die Auswertung des Integrals abschnittsweise 

durchzuführen. 

Erweiterung der Arbeitsgleichung: 

Bei der Bearbeitung des Kragarm�Beispiels auf S. 7.17 wurden nur die Biegemomente und die Bie�

gesteifigkeit näher betrachtet. Beim Kragarm tritt jedoch neben der Biegebeanspruchung auch eine 

Schubkraftbeanspruchung hinzu. Die reale Last wird Schubverzerrungen erzeugen, auf denen die 

virtuelle Querkraft (infolge der virtuellen Einheitslast) zusätzlich innere Verschiebungsarbeit leisten 

wird. 

Was ist mit der Normalkraft? Bei rahmenartigen Systemen oder Fachwerkträgern gibt es auch bzw. 

ausschließlich Längskraftbeanspruchungen. Was passiert, wenn Temperaturen das System dehnen 

oder verkrümmen? Leisten die virtuellen inneren Kraftgrößen hier denn keine Arbeit? Wenn sich ein 

Auflager sich verschiebt oder verdreht, so entstehen im System Verformungen. Wie werden diese 

berücksichtigt?  

Antwort: Wenn eine gesuchte 

Weggröße exakt berechnet 

werden soll, so müssen alle 

Arbeitsanteile berücksichtigt 

werden. Die ��"��������5�)���%��

�����!����lautet:: 

( ) ( )
,1 0

1
1

� �

�

� ��

� � � �
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	 	 ��

�

δ
=

= =

 
 ⋅ = ⋅ ⋅
 
 

∑ ∫

 
�
�
�
,��"��%: Eine gesuchte Weggröße wird 
allgemein mit δ (=delta) gekennzeichnet. 
Hierbei kann es sich um eine Verschie�
bung, eine Verdrehung oder auch um 
besondere Weggrößen handeln, wie eine 
Relativverdrehung zweier Tangenten, 
Abstandsänderung zweier Systempunkte 
oder die Drehung einer Sehne sein. 
 
 
 
 
 
 
 
�
�
,����: Die erweitere und somit vollständi�
ge Arbeitsgleichung enthält alle mögli�
chen Arbeitsanteile, die bei einem räum�
lichen Stabwerk auftreten können. Beim 
ebenen System fallen Querbiegung (	� 
und ��) sowie Torsion 	  weg. Gibt es 
nur starre und unverschiebliche Lager 
(ohne Federn und ohne Auflagerver�
schiebungen oder –verdrehungen), so 
kann die „untere Zeile“ komplett gestri�
chen werden.  
Weitere Erläuterungen folgen!  
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